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Definice a parametrizace procesii

ytu v daném stavu

Vychozi situace

Basel Il: zpresnéni vypoctu kapitdlového pozadavku ke kreditnimu
riziku berouci v potaz interni ratingy

@ Zplsoby pfidéleni interniho ratingu:

o Aplikalni skéring
e Behaviordlni skéring

@ Zpisob definice $kdly internich rating(

e konstantni pravdépodobnosti selhani... nebo
e stabilni rating pro konkrétniho dluznika... nebo

vy

e zachovanfi urditého rozloZeni ratingli napfi¢ portfoliem
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Definice a parametrizace procesii

ytu v daném stavu

Zdroj dat pro empirickou analyzu

@ Data dodaly t¥i ¢eské banky:

@ Dvé z nich pouZzivaji vice ¢&i méné behaviordlni skéring, jedna
pouziva pouze aplikaéni skéring

@ VsSechny banky usiluji o konstantni pravdépodobnost selhdni v
jednotlivych ratingovych stupnich
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Definice a parametrizace procesii Uvod
Voc

Defmlce Semlmarkovskych procesi
V skytu v daném stavu

Semimarkovské procesy

@ Co jsou to semimarkovské procesy?
@ Musime sledovat dvé ndhodné veli¢iny:

o Doby setrvani ve stavech {T,, n=1,2...} ndm reprezentuji
doby do zmény ratingové kategorie daného dluznika

o Posloupnost stavii & = {&,,, n = 1,2...} vyjad¥uje jednotlivé
ratingové kategorie, které byly danému dluznikovi p¥idéleny.
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Definice a parametrizace procesii

1 v daném sta

Definice semimarkovskych procesti

Definice

Definice semimarkovského procesu vyzaduje, aby E byl homogennf
Markoviv retézec, a ddle aby platilo pro libovolné

ti,tr...t, €[0,00) a i1, ia...in € | reprezentujici mnoZinu
moZnych stavi:

P(Tl <t, T2 <t,...T, < tn|§1 = il,(:Q = I'2,...Cn = in>
= Fii, (1) Fiois (£2) - - Fip_yi, (tn)
kde F;

i (t) = P(t1 < t|8) = 1,8 = i2).
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Definice a parametrizace procesii Uvod
voc

Defir Semimarkovskych procesi
Vypolet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v &ase t

Vypocet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v Case t

Hledame funkci pi(t), kterd vyjad¥uje pravdépodobnost vyskytu
procesu ve stavu k v Case t za predpokladu pocatecniho stavu i:

Pik (t) = P(Xt = k|X0 = i) =

t
= OyP(o1 > t|Xo =) +2/0 fii (T)z pijpjk (t — T) dT.
J

@ Prvni z téchto vyrazi vyjadfuje pFipad, kdy stav k je totozny
s pocate¢nim stavem i a béhem doby t k Zddné zméné
nedojde.

@ Druhy vyraz je pak vyjad¥enim pfipadu, kdy pfed zménou do
stavu k doslo ke zméné na néktery stav j.
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Definice a parametrizace procesii

Definice Semimarkovskych procesi
Vypolet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v &ase t

Vypocet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v Case t

S konvoluci funkei fj a pjc v této rovnici Ize dale pracovat pomoci
Laplaceovy transformace, kterd je definovana pro lokalné
integrovatelné funkce f(t), t > 0 jako

Fo(s) = /ooe_“f(t)dt.

0

Poznamka

Laplaceova transformace konvoluce dvou funkci je soucin
Laplaceovych transformaci téchto dvou funkci. Laplaceova
transformace primitivni funkce je Laplaceovou transformaci
piivodni funkce, lomenou s:
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Definice a parametrizace procesii

e Semimarkovskych procesi
Vypolet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v &ase t

Vypocet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v Case t

Vypocet prvniho scitance
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Definice a parametrizace procesii

Semimarkovskych ces
Vypotet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v &ase t

Vypocet pravdépodobnosti vyskytu v daném stavu v Case t

Vypocet druhého scitance
t *
([ D=pipn (c=1107) =ity (51 ().

Viysledkem je soustava rovnic v Laplaceové transformaci:

* 1 * * *
pik (s) = 5ikg (1—1£(s)) + ZEPijfij (s) Pjk (s), kde
J

fr(s) = Y =pifi ()
J
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Nahodna veli¢ina doba do zmény

Jak vlastné pracovat s veli¢inou "doba do zmény"?

@ MizZeme model Iépe prizplsobit naSemu ratingovému procesu
— napriklad jednoleté nebo pdlro¢ni revize

Mgr. Markéta Benkova Semimarkovsky model pro fizeni kreditniho rizika



Nahodna veli¢ina doba do zmény

Jak vlastné pracovat s veli¢inou "doba do zmény"?

@ MizZeme model Iépe prizplsobit naSemu ratingovému procesu
— napriklad jednoleté nebo pdlro¢ni revize

@ Miizeme zvysit nebo naopak snizit pravdépodobnost zmény v
urcitych okamzZicich, naptiklad tésné po predeslé zméné
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Nahodna veli¢ina doba do zmény

Jak vlastné pracovat s veli¢inou "doba do zmény"?

@ MizZeme model Iépe prizplsobit naSemu ratingovému procesu
— napriklad jednoleté nebo pdlro¢ni revize

@ Miizeme zvysit nebo naopak snizit pravdépodobnost zmény v
urcitych okamzZicich, naptiklad tésné po predeslé zméné

© Zlepsime tim predikéni schopnost modelu zejména pro kratsi
¢asova obdobfi
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Nahodna veli¢ina doba do zmény
Praktické

Ndhodnd veli¢ina doba do zmény: Exponencidlni rozlozeni

o fi(t) = qie” %"

o Laplaceova transformace této funkce je f*(s) = -2

(s+ai)°

@ Intenzita doby do zmény je konstantnf{

1.0 1

05T

0.0 * f + f

X L
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény

V takovém pripadé Ize jednoduse ukazat, Ze dosazenim do dfive
vypocitaného vzorce ziskdme retrospektivni Kolmogorovu rovnici:

*e) = g,k
Pik(s)—5,k5 <1 (s+q, ) Z = Pjj S+q’)PJk()

Vyuzijeme vlastnosti, Ze Laplaceova transformace vyrazu %f(t) je
sf*(s) — f(0) a miZeme psat:
d
Pk (t) = —qipi (t) + Y_ qizpiipjk (1),
J
coz je prakticky zapis retrospektivni Kolmogorovy rovnice, ve které
je pouze nutné dosadit

dik = qi=ZPik-
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény Riizné typy rozdéleni
Praktické poznatky

Smés gama rozloZeni

Mk
e Hustota je f(t) = YK, Wkﬁt"kfle*bkt,kde W jsou
vdhy jednotlivych funkci.
@ Laplaceova transformace této funkce je

K bnk
=) w + bk)

k=1
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény Riizné typy rozdéleni

Praktické poznatky

@ Intenzita této funkce se Fidi intenzitami jednotlivych
komponent.

e napriklad pro smés exponencidlnich rozdéleni, tzn.
n, =1 Vk, je intenzita vysledné smési vaZzenym priimérem
intenzit jednotlivych exponencidlnich rozdéleni

e pro t — o0 je intenzita rovna nejnizsimu parametru by:
—1 ,—byt
. Wyt~ e Px .
lim g(t) = ————— =bc=min{b, k=1...K
t‘l—>oo q( ) WKbitnxflefbKt 3 { k }
K

o ptiklad: Intenzita hustot wae™?! + (1 — w)b’te %, w = 0,5:
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény Ruzne typy rozdelem

Diracovo delta

@ Ke zmé&né dojde s pravdépodobnosti 1 v okamZiku t
@ Distribu¢ni funkce je definovana jako

0 t<t
F(t)_{ 1 t>1
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Nahodna veli¢ina doba do zmény
Praktické

Periodicka funkce

Pro¢ bychom viilbec méli pouzivat néco takového?

@ S urcitou periodou dochazi k pravidelnému posouzeni
finan¢niho zdravi dluznikd.

@ S urditou periodou dochazi k prolongacim existujicich
Gvérovych ramci.

Priklad takové funkce:

Laplaceova transformace:

a(32+b2) (32C+b26—|—CS2+235+32+52—|—23CS)
(a%c+ b>c+ @) (a+s) (a® +2as + b + s?)

f*(s) =
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény Riizné typy rozdéleni
k

Praktic atky

Periodicka funkce

Na nésledujicim grafu je zakreslena tato funkce pro b = %
ac=15aa=0,1:

020 T

0.10

0.05

0.00
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Nahodna veli¢ina doba do zmény
Praktické

Periodicka funkce

Problém této funkce: je vhodny pouze pro datové vzorky, u
kterych se pfilis nelisi primér od smérodatné odchylky.
Pro ¢ — oo plati:

e—at

F(c,t) = 1—m(a2c+b2c+a2cosbt—absinbt):

= 1—e°

coz je distribu¢ni funkce exponencidlniho rozdéleni. Ddle lze

ukdzat:
1 a2
E 1+ =
T ; < + b2>

1 2
Vart = - (1+4a>
a

Q
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Nahodna veli¢ina doba do zmény

Histogram nahodné veli¢iny doba do zmény

Doba do zmény
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Nahodna veli¢ina doba do zmény

Charakter ndhodné veli¢iny doba do zmény

o Dluznici predkladaji své hospodarské vysledky v néjaké
periodicité, typicky 1 rok.

o Casto je také rating revidovan v okamzZicich, kdy dochazi
k prolongaci jiZ existujiciho tivérového rdmce.

Existuji faktory, které nahodnou veli¢inu doba do zmény ovlivhuji
tak, Ze zvysuji pravdépodobnost zmény v urcitych konkrétnich
momentech. Zejména u kratsich &asovych ramcii (nap¥iklad pal
roku) se miize jednat o velmi podstatnou informaci.
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Nahodna veli¢ina doba do zmény

Raizné tyy
Praktické

ozdéleni

znatky

Analyza zmény béhem prvniho mésice

Procento
Banka 1 Zhorseni ratingu 50%
Zlepseni ratingu 50%
Bake2 o
Bakad 2%
Posledni dvé zmény Procento
Buka2 g T
Bukad  po i
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény Razné typy rozdéleni
Praktické poznatky

Analyza zmény béhem prvniho mésice

Evidentné je rozdil, zda banka aplikuje nebo neaplikuje behaviordIni
skoring. U Banky 1 a Banky 2 pozorujeme korekce proti sméru
pFedchozi zmény. Banka 3 naopak vzhledem ke zpiisobu
stanovovani ratingovych kategorii pfedevsim pomoci aplikacniho
skdringu nevraci pFidéleny rating tak rychle na piivodni troven.
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Nahodna veli¢ina doba do zmény Raizné tyy n
Praktické poznatky

Zavislost doby do zmény na ratingu

@ Analyza byla provedena pomocf linedrni regrese.

@ Problém téchto vypoclti tkvi v tom, Ze hodnota ratingu je
pouze formalni proménna.

Zavér

N
<

Nebyla prokdazdana vyznamna zavislost mezi ratingem a délkou doby
do zmény. Bylo vsak prokdzano, Ze doba do zmény je tim delsi,

0 co vyznamnéjsi zménu se jednd. Jinymi slovy, zména o jednu
ratingovou kategorii pFijde dFive, nez zména o vice ratingovych
kategorii.
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Nahodna veli¢ina doba do zmény Rtizné typy rozdéleni
Praktické poznatky

Zavislost mezi dobou do zmény a smérem zmény ratingu

Doslo ke: Primérna doba do |Pocdet pozorovani
zmény
Banka 1 Zhorseni 267 42 653
anka Zlepseni 246 36 610
Zhorseni 290 6 637
Banka 2
anka Zlepseni 246 5 981
Zhorseni 504 4 030
Banka 3 Zlepseni 103 2 894
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Ndhodnd veli¢ina doba do zmény Razné typy rozdéleni
Praktické poznatky

Zavislost mezi dobou do zmény a smérem zmény ratingu

Z3avér

Zavér z téchto vypolti neni pFekvapivy. Lze ocekdvat, ze dluznici
v pFipadé zhorseni své finan¢ni situace mohou skryvat svou
skutecnou finanéni situaci pfed bankou, aby zabranili zhorseni
podminek, za kterych jim jsou poskytovdny livéry a naopak.
Nicméné rozdil neni tak dramaticky, aby nebylo mozné povazovat
systém pFidélovani internich ratingii za dostatec¢né efektivni.

Z3aveér

Rozdil mezi tim, za jak dlouho dojde ke zlepseni nebo zhorseni je
0 néco nizsi v pFipadé bank pouzivajicich behaviordlni skoring, nez
u Banky 3, kterad jej nepouziva.
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Vlastnosti matic pfechodu
Matice prechodu im R
VA i finanéni kr

Matice prechodu

Vypodlet pomoci vzorce

nj
pij = =
Yok Nik

Vlastnosti:

@ Vsechny prvky jsou nezdporné.

@ Soucet vsech prvki v daném ¥adku je roven 1.
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Vlastnosti matic pfechodu

. Ar i matic pf
Matice prechodu - e p
Zr bi finan&ni kr

Vlastnosti matic prechodu

Matice prechodu mezi ratingovymi kategoriemi maji jesté zpravidla
tyto dal$i vlastnosti:

Prvky na diagondle jsou nulové.

Kategorie v selhani je absorpénim stavem.

Pravdépodobnost selhani je vZdy niZsi pro lepsi ratingové kategorie.
Pravdépodobnost zmény na novy rating je tim nizsi, o co je novy
rating odli¥n&j3i (fadkovd monotonie vi&i diagonile).
Pravdépodobnost migrace do daného ratingu by méla byt vétsi pro
dluzniky s méné odlisnym ratingem (sloupcovd monotonie vii&i

diagondle).
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Vlastnosti matic pfechodu

: / atic p
Matice prechodu i' : ”,7 Hc b
Zr bi finan&ni kr

Obecné poznamky k témto maticim

@ Velmi mdlo pozorovdni je k dispozici pro dluzniky s velmi
dobrym ratingem. Proto vypocitané pravdépodobnosti
pfechodu nemohou byt brany za smérodatné.

o Kategorie v selhdni ve skute¢nosti nejsou absorpéni. Otdzkou
je, zda se pfri tak vysokém poctu pozorovdni nemiiZe jednat
naptiklad o administrativni nebo datovou chybu.

@ Empirické matice Banky 1 a Banky 2 neni ani monoténni vidi
diagondle, matice Banky 3 tuto vlastnost spliiuje
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Vlastnosti matic prechodu
Analyza vlastnosti matic pfechodu
Zmény v obdobi finan&ni krize

Matice prechodu

Analyza markovské vlastnosti

Pouzijeme:

Jestlize nahodny vektor (nj1...ny )T ma multinomické rozdéleni

o parametrech M(n;., pi1...pix ), kde n;. = Zjlle njj, pak Pearsonova
statistika

j=1 nj.pij
o _sz0 5 L, z )
mad pFi n — oo asymptotické rozdéleni xj _; .
Tuto analyzu miZeme zjednodusit tim, Ze budeme zkoumat, zda
nova ratingova kategorie nezavisi na tom, zda byla predchozf

ratingovd kategorie vysledkem zhorseni nebo zlepSeni situace
daného dluznika.
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Vlastnosti matic pfechodu
Analyza vlastnosti matic pfechodu
Zmény v obdobi finan&ni krize

Matice prechodu

Analyza markovské vlastnosti

Postup: porovname pravdépodobnosti zlepSeni ratingové
kategorie pro dvé situace:

@ predchozi zménou bylo zlepsenti,

@ predchozi zménou bylo zhorgeni.

Tvrzenf

Pokud ma platit markovska vlastnost, tzn. novd zména zavisi
pouze na pFedchozim ratingu, mély by obé pravdépodobnosti byt
shodné, nemélo by tedy zaviset na tom, zda piivodni ratingova
kategorie byla vysledkem zlepSeni nebo zhorseni finanéni situace
dluznika.
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Vlastnosti matic pfechodu
Analyza vlastnosti matic pfechodu

Matice prechodu
P Zmény v obdobi finan&ni kr

Vysledek pro Banku 2

Pravdépodobnost zlepseni

Ratingovy |Piedchozi Predchozi Rozdil mezi
stupen zménou bylo |zménou bylo [zménami
zhorseni zlepSeni
3 26% 61% 35%
4 7% 40% 33%
5 34% 73% 39%
6 13% 42% 29%
7 22% 54% 32%
8 32% 70% 39%
9 37% 62% 25%
10 23% 47% 24%
11 30% 82% 53%
12 26% 58% 32%
13 29% 69% 40%
Primér hodnot rozdili 35%
Smérodatna odchylka 8%
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Vlastnosti matic prechodu
Analyza vlastnosti matic pfechodu

Matice prechodu
f Zmény v obdobi finan&ni krize

Vysledek pro Banku 3

Pravdépodobnost zlepseni

Ratingovy |Piedchozi Predchozi Rozdil mezi
stupen zménou bylo  |zménou bylo  [zménami
zhorseni zlepSeni
3 22% 9% 13%
4 33% 17% 16%
5 36% 25% 11%
6 39% 29% 11%
7 49% 34% 15%
Primér hodnot rozdili 13%
Smérodatna odchylka 2%
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Vlastnosti matic pfechodu
Analyza vlastnosti matic pfechodu
Zmény v obdobi finan&ni krize

Matice prechodu

Zavér

V tomto pFipadé zdlezi na tom, zda banka provozuje v néjaké
formé behavioralni skoring nebo ne. V pFipadé Bank 1 a 2, které
deklaruji pouzivani behaviordlniho skoringu, dochazi po zhorseni
ratingu Castéji k jeho zlepseni a obracené. Naopak u Banky 3,
kterd behavioradlni skéring nepouZivd, je pozorovan opacny trend.

Zavér

Aby banka na daném segmentu dluznikii byla schopna dosahnout
dostatec¢ného vynosu v porovnani s alokovanym kapitdlem, je
nucena vyrazné uzplisobit svou cenovou politiku stanovovani vyse
drokii pravé systému internich ratingii. Tim mize vytvaret tcinny
tlak na firmy, které potfebuji financovat svilj chod z cizich zdrojil,
aby tomuto pFizpiisobily své chovani.
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prechodu

Matice pfechodu y v obdobi finanéni krize

Pocty zmén v obdobi finanéni krize

V ndsledujici tabulce je ukdzdno, kolik zmén ratingovych kategorif
za jeden mésic eviduji jednotlivé banky. Je zajimavé, Ze tento
pomér se pro riizné banky méni:

Pocet zmén v obdobi Pocet zmén v obdobi Pomér

ekonomické stability za finanéni krize za mésic

mésic
Banka 1 917 1782 1,9
Banka 2 251 145 0,6
Banka 3 125 316 2,5

Ndsledujici tabulka ukazuje ndrist po¢tu dluznikd v selhani
v obdobi finanéni krize:

Pocet selhani v obdobi Pocet selhani v obdobi Pomér

ekonomické stability za finanéni krize za mésic

mésic
Banka 1 6 38 6,4
Banka 2 10 21 2,0
Banka 3 4 14 3,1
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Vlastno prechodu
Ar tir prechodu

Matice pfechodu Zméﬁy v obdobi finanéni krize

Matice prechodu v obdobi finanéni krize

Porovnany byly empirické matice prechodu z doby ekonomické
stability a finanéni krize.

Zavér z této analyzy byl zcela v souladu s ocekdavanim. Az na dvé
vyjimky, ve vSech pFipadech je béhem obdobi ekonomické stability
vyS$Si pravdépodobnost zlepseni, nez béhem finanéni krize. Ddle
rozdily mezi pravdépodobnostmi zlepseni v riiznych obdobich jsou
vysSsi pro horsi ratingy, coz je opét olekdvany vysledek — neni
pFekvapenim, Ze lepsi dluznici si udrzi svou stabilitu i béhem
finan¢ni krize.
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fedpoklady
Zi m emc

No aparatu

Pt¥iklad pouZiti konceptu

Priklad pouziti konceptu

Model pouZivajici data spole¢nosti Moodys

@ Problém byl zjednodusen existenci pouze t¥i stav:
investi¢niho stupné (1), spekulativniho stupné (2) a
defaultniho stupné (d).

@ Z webovych stranek spole¢nosti Moodys byla zjisténa matice
prechodu s horizontem jeden rok:

98,98% 0,99% 0,03%
PMoodys - 3, 46% 92, 74% 3, 80%
0 0 1

© Pomoci teorie markovskych Fetézcli byla ziskdna matice
intenzit a diky ni i matice pfechodu v semimarkovském
procesu.
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Predpoklady
B

i matematického :

Pt¥iklad pouZiti konceptu

@ Zvolime hustotu ndhodné veli¢iny Doba do zmény:
exponencialni rozdéleni

1.0 7

05T

0.0

X L
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matematického apardtu

Sestavime soustavu rovnic:

* ai * 1 al ai
_ =-(1=
P11 (5) pl2a +sp21 (5) s < <p1231+s+p1da1 +s>>
ai
pi2 (5) —P12 ¥s P> (s) =0
* a
p31(s) —le S+ s pi1(s) =0
* ap % 1 an a
_ =2(1=
P32 (S) — p21 2 et (s) p < <P21 Bt s + P24 o S>)
ai ap 1
O — * _ k _
Py (s) — pr12 ot szd (s) = p1d atss
* ap " a 1
0= — —
Pa (s) — pa1 > +5P1d (s) — p2d > tss
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Pt¥iklad pouZiti konceptu

...kterou vyresime a invertujeme Laplaceovu transformaci. Tim
ziskdme pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi moZnostmi,
zde napftiklad pro investi¢ni kategorii:

pri(t) = e %03t (cosh0, 0379t + 0,865sinh 0, 0379t)
pr2(t) = 0,273e7 %03 sinh 0, 0379t
pra(t) = 1—e 90 (cosh0,0379t + 1,13sinh 0, 0379t)

...coZ vypada |épe zaneseno do grafu
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atického apardtu

P
Pou?
\%
Z

Pt¥iklad pouZiti konceptu

Pravdépodobnost setrvani ve stdvajicim ratingu

1.0 7

08 Investicnilkategorie

| Spekulativnilkategorie

0.6

04T

0.0
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P atického apardtu
Vysledky
Pt¥iklad pouZiti konceptu Z3avéry

Pravdépodobnost selhani

04T
y
03T
Spekulativnilkategorie
02T
01
Investicnilkategorie
0.0 f ; f ; L f f f {
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 )%0
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atického apardtu

P
Pou?
\%
Z

Pt¥iklad pouZiti konceptu

Pravdépodobnost prechodu do opacného ratingu

04T
y
037
SpekulativniTkategorie
02T
01+ Investicnilkategorie
0.0 f f f f f f f f f {

r. Markéta Benkova Semimarkovsky model pro Fizeni kreditniho rizika



Vysled
Pt¥iklad pouZiti konceptu Z4véry

fici zavérem?

@ Chovini ratingl zédleZi na systému, ktery je vyprodukoval. Jiné
chovani maji systémy zaloZené na behaviordlnim skéringu, jiné
chovani ty zaloZené na aplikaénim skéringu.

@ Neé&které Casto zminované predpoklady evidentné neplati.
Jedna se zejména o neplatnost Markovské vlastnosti.

© Dalsim mnohdy mylné predpoklddanym faktem je vyskyt série
zhor8eni nebo zlepseni.

© Doba do zmény neni vZdy exponencidlné rozdélena.
Pravdépodobnost zmény se logicky zvySuje v okamzicich, kdy
dochazi k revizim existujicich rating(.
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Pt¥iklad pouZiti konceptu

Dékuji za pozornost.
Rada zodpovim Vase dotazy.

Markéta Benkova
marketabenkova@seznam.cz
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