Allianz @)

Kreditni rating a jeho modelovani
pomoci markovskych procesu

Dana Néemcova
27.11.2015



Osnova

« Uvod
e Metoda maximalni vérohodnosti

« EM algoritmus
« Monte Carlo Markov Chain

 Prestavka

« Uvérovy rating
« Aplikace


https://www.google.cz/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAcQjRw&url=https://www.allianz.com/en/press/press_service/media_database.html&ei=d4RlVfeVHMKt7AbA2IHQAg&bvm=bv.93990622,d.ZGU&psig=AFQjCNGHIDwhvYmxCvChkOtzxb4pZvI2wg&ust=1432802796570306

Osnova

« Uvod
e Metoda maximalni vérohodnosti

« EM algoritmus
« Monte Carlo Markov Chain

 Prestavka

« Uvérovy rating
« Aplikace


https://www.google.cz/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAcQjRw&url=https://www.allianz.com/en/press/press_service/media_database.html&ei=d4RlVfeVHMKt7AbA2IHQAg&bvm=bv.93990622,d.ZGU&psig=AFQjCNGHIDwhvYmxCvChkOtzxb4pZvI2wg&ust=1432802796570306

Allianz @)
Uvod — Markovské retézce

» Markovsky retézec s diskrétnim Casem:

Necht T ={0,1,...} a necht {X,,t € T} je nahodna posloupnost nezapornych
celoCiselnych veliCin s hodnotami v mnoziné S € N, kde S je takova, ze

i€S & 3t:P(X, =1i) > 0.

Rekneme, Ze {X,,t € T} je markovsky fetézec s diskrétnim asem a mnozinou
stavu S, jestlize prokazdét €T ai,j,i;—q, ..., ip € S takova, ze

P(Xt = i'Xt—l = it—l’ ...,XO = lo) > O,
plati:
P(Xt+1 =Xt =1, Xe1 = lp—q, o, Xog = io) = P(Xt+1 = j|X: = i).

 Pravdépodobnosti pfechodu: p;;(n,m) = P(X;, = j|X;, = 0).
- Homogenni markovsky retézec: p;;(n,m) = p;j(m —n),
pij(1) = pij = P(Xp41 = jI1Xn = 1).

- Matice pravdépodobnosti prechodu: P = (pif)ijes'

© Allianz 2015
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Allianz @)
Uvod — Markovské retézce

* Markovsky retézec se spojitym Casem:

Nahodny proces {X(t),t = 0} celoCiselnych nezapornych nahodnych veli€in
S mnozinou stavl S € N, se nazyva markovsky retézec se spojitym casem,
jestlize pro vSechna i, j, iy, ..., i, €Sa0 <ty < <t, <t <s plati

P(X(s) = jlX(&) = i, X(tn) = in, ..., X(to) = ip) = P(X(s) = j|X(t) = D).
 Pravdépodobnosti pfechodu: p;;(t,s) = P(X(s) = j|X(t) = i).

- Homogenni markovsky proces: p;;(t,s) = p;j(s — t).

« Matice pravd&podobnosti pfechodu: P(h) = (pij(h))ijes'

- Matice intenzit pfechodu: @ = (q;;).

i,JES’

_pi;(h) .
qij = hll)f(l)l+ th , i,j €S, i+ ],
. pu(h) -1 .
qii = hll)r(gl+ o } [ €S.

* Celkova intenzita: q; = Zjii qij = —qi;-

© Allianz 2015
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Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Predpokladejme homogenni markovsky proces se spojitym ¢asem, {X(t),t
s kone¢nou mnozinou stavl {1, ..., m} a matici intenzit pfechodu Q.
Pozorujeme spojitou trajektorii {x(t),t € [0, T]}.

m 5§ -

4 - i3,T3

3 i

iz,TZ

il,Tl

Zakladni charakteristiky pozorovani:
Nij(m), ,j=1,..,mi#j pocCet preskc

e R(1),i=1,...,m celkovy
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Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Metoda vybira parametr, ktery je nejpravdépodobnéjSi vzhledem k pozo
datlim.

Schéma spojité trajektorie:
i1(11) = ix(72) = - = in(Ty).

« Doba setrvani 7, ~ Exp(qik).

« Pravdépodobnost preskoku po ¢ase t; je ’; b1
ik

Vérohodnostni funkce pro pozorovanou trajektorii na
matici intenzit prechodu:

19Q) =
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Allianz ()
Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Metoda vybira parametr, ktery je nejpravdépodobnéjSi vzhledem k pozorc
datlim.

Schéma spojité trajektorie:
i1(T1) 2 i2(72) = -+ = in(Ty)

« Doba setrvani 7, ~ Exp(qik).

* Pravdépodobnost preskoku po Case 7 je ’; b1
ik

Vérohodnostni funkce pro pozorovanou trajektorii ne
matici intenzit prechodu:

LE(Q) = g e
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Allianz ()
Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Metoda vybira parametr, ktery je nejpravdépodobnéjSi vzhledem k pozorc
datlim.

Schéma spojité trajektorie:
i1(T1) 2 i2(72) = -+ = in(Ty)

« Doba setrvani 7, ~ Exp(qik).

* Pravdépodobnost preskoku po Case 7 je ’; b1
ik

Vérohodnostni funkce pro pozorovanou trajektorii ne
matici intenzit prechodu:

19(Q) = gi,e 9 22

i1
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Allianz
Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Metoda vybira parametr, ktery je nejpravdépodobnéjSi vzhledem k pozor
datum.

Schéma spojité trajektorie:
i1(T1) 2 i2(72) = -+ = in(Ty)

« Doba setrvani 7, ~ Exp(ql-k).

« Pravdépodobnost preskoku po ¢ase t; je ’; bl
ik

Vérohodnostni funkce pro pozorovanou trajektorii n
matici intenzit prechodu:

L‘(rC) Q) = qile‘quil % £ q; e ~T24i; qi,

i1
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Allianz ()
Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Metoda vybira parametr, ktery je nejpravdépodobnéjsSi vzhledem k pozoro
datam.

Schéma spojité trajektorie:
i1(71) = 1x(T2) 2 = = in(Ty)

« Doba setrvani 7, ~ Exp(ql-k).

« Pravdépodobnost preskoku po ¢ase t; je ’; kbt
ik

Vérohodnostni funkce pro pozorovanou trajektorii na |
matici intenzit prechodu:

L‘(rC) Q) = qile‘quil M £ q; e ~T24i; Qiyi

%)
i i
qi, di,
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Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Metoda vybira parametr, ktery je nejpravdépodobnéjsi vzhledem k pozorov
datam.

Schéma spojité trajektorie:
i1(71) = 1x(T2) 2 = = in(Ty)

« Doba setrvani 7, ~ Exp(ql-k).

w N, - . q- .
 Pravd&podobnost pfeskoku po ¢ase Ty je —";‘_"“.
Lk

Vérohodnostni funkce pro pozorovanou trajektorii na |
matici intenzit prechodu:

L(TC) (Q) - qile_rlqil M . qize_TZqiz qlz i3 LI qin_le_'
qi, qi, e
m

Nij(™ | —q;iRi(2)
ij e _

i= 10
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Metoda maximalni vérohodnosti — spojité pozorovani

Logaritmicka vérohodnostni funkce:
m

(9@ =10gL(@) = ) (N0 logay; — ayRi(@))
i=1 j#i i
Odhad metodou maximalni vérohodnosti:

~ML _ Nij(T)
Y TR

Lj=1.,mi=*j

Odhad dostavame pouze po takova i, pro ktera je R;(1
Diagonalni prvky dopocitame podle definice matice |
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskrétni pozorovani

Stale pracujeme s homogennim Markovskym fetézcem se spojitym case
{X(t),t = 0}, s kone€nou mnozinou stavu {1, ..., m} a matici intenzit pfechodu

Pozorujeme body {x;_, ..., x;_} na intervalu [0, 7], ekvidistantné vzdalené s

xt3 =Y3
¢

xt1=y1 xt2=y2

0 A 5 A 10 A

Homogenni MR {Y,,,n € N},
matice P

Homogenni MR {X(t),t > 0}, 7
matice Q J

Zakladni charakteristiky pozorovani:
Kijm), ,j=1,..,m pocCet pres
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskrétni pozorovani

Schéma diskrétni trajektorie:

Y1 = Y2

Vérohodnostni funkce pro pozorované hodnoty na intervalu [0, ]:
m
L,(P) = Pyiy; " Pysy, " Pyp_qyn = 1_[ pifKij(n) .
i,j=1

Logaritmicka vérohodnostni funkce:
m
L(P) = ) Kij(n)logp; .
i,j=1

Odhad metodou maximalni vérohodnosti:
5 = K;j(n)
G

Mame odhad matice pravdépodobnosti pr
intenzit prechodu Q?
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskretni pozorovani

Vypocet Q — P:

= Aka
P(8) = exp(AQ) = ) ——, )
k=0

Vypocet P — Q:

Lze z diskrétné napozorovanych dat (jednoznacné) definovat markovsky retézec
se spojitym casem? Jedna se o tzv. imbedding problem — ,problem s vnorenim®.

|

Kingman, J.F.C: The imbedding problem for finite Markov chains,
Z. Wahrscheinlichketstheorie, 1:14-24, 1962.

Oznaéme P = {exp(AQ);Q € @}, kde Q je mnozina vSech matic, spliujicich

definici matice intenzit prechodu.

« Pokud P € P, pak Q ziskame jako FeSeni rovnice (*) a navic Q je maximalné
vérohodny odhad.

- Pokud P ¢ P, pak fedeni rovnice () bud neexistuje, nebo vypoétena Q
nespliiuje definici matice intenzit prechodu.

17
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskretni pozorovani

Pokud existuje stav j dosazitelny ze stavu i, a zaroven p;; = 0, pak neexistuje
matice intenzit fesSici rovnici ().

Israel, R.B., Rosenthal, J.S., Wei, J.Z.: Finding generators for Markov chains via
empirical transition matrices with applications to credit ratings, 2001,
Mathematical Finance 11, 245-265.

Moody's, matice jednoletych pravdéepodobnosti prechodu, 1970-2010:

(Aaa [Aa |A |Baa |Ba [B [Caa [CaC |D |
0.904 0.089/10:008 0.000[J§0B88 o0.000 0000 0.000 0.000
0.010 0901 0084 0004 0000 0000 0000 0.000 0.000
0001 0028 0909 0055[0008 0001 0000 0000 0.001
0.000 0002 0048 0.894 0044 0008 0002 0.000 0.002
0.000 0001 0004 0062 0834 0080 0006 0001 0.012
0.000 0000 0001 0004 0053 0822 0064 0007 0.047
0.000 0000 0.000 0002 0005 0094 0.684 0047 0.168
0.000 0.000 0000 0000 0004 0028 0.107 0435 0.426
0.000 0.000 0.000 0000 0000 0.000 0.000 0000 1.000

>
D

o

C

B
Baa
Ba
5
| Caa
=2
D

& Average One-Year Transition Rates, 1970-2010,
\’df) http://efinance.org.cn/cn/FEben/Corporate%20Default%20and%20Recovery%20Rates,1920-2010.pdf.

18
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskretni pozorovani

Diagonalni uprava

« zaporné prvky mimo diagonalu nahradime nulou,

« diagonalni prvek v kazdém radku dopocCitame podle definice matice intenzit
prechodu.

Ca-C

-0.1015 0.0986 00021- 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0110 -0.1062 0.0929 0.0016- 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0009 0.0309 -0.0985 0.0609 0.0042 0.0007- 0.0000 0.0010

A

0.0000 0.0014 0.0532 -0.1155 0.0507 0.0068 0.0021- 0.0015
0.0000 0.0010 0.0026 0.0717 -0.1865 0.0965 0.0036 0.0009 0.0103
0.0000- 0.0010 0.0023 0.0640 -0.2043 0.0849 0.0078 0.0421
0.0000 0.0000- 0.0022 0.0023 0.1245 -0.3926 0.0854 0.1784

0.0000 0.0000 0.0000- 0.0049 0.0334 0.1941 -0.8423 0.6105

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

19
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskretni pozorovani

Diagonalni uprava

zaporné prvky mimo diagonalu nahradime nulou,

diagonalni prvek v kazdém radku dopocCitame podle definice matice intenzit
prechodu.

Ca-C

-0.1015 0.0986 00021- 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0110 -0.1062 0.0929 0.0016- 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0009 0.0309 -0.0985 0.0609 0.0042 0.0007- 0.0000 0.0010

A

0.0000 0.0014 0.0532 -0.1155 0.0507 0.0068 0.0021- 0.0015
0.0000 0.0010 0.0026 0.0717 -0.1865 0.0965 0.0036 0.0009 0.0103
0.0000- 0.0010 0.0023 0.0640 -0.2043 0.0849 0.0078 0.0421
0.0000 0.0000- 0.0022 0.0023 0.1245 -0.3926 0.0854 0.1784

0.0000 0.0000 0.0000- 0.0049 0.0334 0.1941 -0.8423 0.6105

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

© Allianz 2015
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Metoda maximalni vérohodnosti — diskretni pozorovani

Diagonalni uprava

« zaporné prvky mimo diagonalu nahradime nulou,

« diagonalni prvek v kazdém radku dopocCitame podle definice matice intenzit
prechodu.

Ca-C

-0.1007 0.0986 O. 0021- 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0110 -0.1065 0.0929 0.0016- 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

A

0.0009 0.0309 -0.0986 0.0609 0.0042 0.0007- 0.0000 0.0010
0.0000 0.0014 0.0532 -0.1157 0.0507 0.0068 0.0021- 0.0015
0.0000 0.0010 0.0026 0.0717 -0.1865 0.0965 0.0036 0.0009 0.0103
0.0000- 0.0010 0.0023 0.0640 -0.2044 0.0849 0.0078 0.0421
0.0000 0.0000- 0.0022 0.0023 0.1245 -0.3927 0.0854 0.1784

0.0000 0.0000 0.0000- 0.0049 0.0334 0.1941 -0:8428 0.6105

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

21

© Allianz 2015


https://www.google.cz/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAcQjRw&url=https://www.allianz.com/en/press/press_service/media_database.html&ei=d4RlVfeVHMKt7AbA2IHQAg&bvm=bv.93990622,d.ZGU&psig=AFQjCNGHIDwhvYmxCvChkOtzxb4pZvI2wg&ust=1432802796570306

Osnova

« Uvod
e Metoda maximalni vérohodnosti

« EM algoritmus
« Monte Carlo Markov Chain

 Prestavka

« Uvérovy rating
« Aplikace


https://www.google.cz/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=0CAcQjRw&url=https://www.allianz.com/en/press/press_service/media_database.html&ei=d4RlVfeVHMKt7AbA2IHQAg&bvm=bv.93990622,d.ZGU&psig=AFQjCNGHIDwhvYmxCvChkOtzxb4pZvI2wg&ust=1432802796570306

Allianz @)
EM algoritmus - princip

Expectation — Maximization.

Postupnymi iteracemi zpresniujeme maximalné vérohodny odhad.

Dosud nejlepsi

odhad matice
intenzit

+ pozorovana data

\Y/h E:
Maximalizace Konstrukce

vérohodnostni vérohodnostni
funkce funkce

Historie
« 1977 detailni popis a pojmenovani,
« 1983 analyza konvergence.
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Allianz @)
EM algoritmus — E krok

Q-funkce je stfedni hodnota logaritmické verohodnostni funkce hledaného
parametru podminéna diskrétnim pozorovanim.

MMV:  1£9(Q) = 1og LY (@) = X7 3:(Nyj (0 log qi; — qijRi(T)) ,

Eq, [lic)(Q)lY = y] = Z Z log qij Eq, | Nij(DIY = y| - Z Z qijEq IR (DY = y].

i=1 j#i i=1 j#i

fyly, @), My, 15, (8) fyly, @), My, 12, (8) £yl @), M, ()
AL \{ AL } ./ AL N
o .

o
Eq,[N;(DIY = y], Eg,[R;(DY = y]

Pro vzdalenost mezi jednotlivymi pozorovanimi A muzeme vyjédfit

Eg,[N;;(@IY = y] = ZEQO[NU(A)lyl Yo Y2 = Vw1 = Z Fyeviers D).

EQ0 [R (T)|Y y z EQO R (A)|Y1 YR»YZ i YR+1 Z ykyk.,_l(A)
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Allianz @)
EM algoritmus — E krok

Obecné:

ME(6) = Eg, [R{(D|X(6) = |,X(0) = k],
i1 (6) = Eq,[Ni;(®)[X () = LX(0) = K],

Upravou dostaneme:

Mig(£) = Eqgy [Ry(D)Lx()=1)|X (0) = k] = Eq,[R;(DIX(®) = 1, X(0) = k] -
P(X(t) = 1|1X(0) = k) = ML, () - pa(£) = ML, () - eF exp(tQ) ey,

it () = Equ[Nyj (L ix(=0)| X (0) = k] = Eq,[Ny;(D1X(0) = L, X(0) = k|
P(X(E) = 1X(0) = k) = £I() - pa(®) = £I () - ef exp(tQ) e,

1,... identfikator jevu 4,
ey... k-ty jednotkovy vektor.
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Allianz
EM algoritmus — E krok

» Vypocet pomoci diferencialnich rovnic

d . , |
aMfd(t) = z My (O qn + exp(tQ)y; 6, My (0) = 0,

dt /Kl (t) . Z (t)CIhl + q;j exp(tQ); 6y,

Bladt, M., Sorensen, M.: Statistical inference for discretely observed Markov jump
process, 2005, Journal of Royal Statistical Society, Series B (Statistical
Methodology), Vol. 67, No. 3, 395-410.
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Allianz ()
EM algoritmus — E krok

* VypocCet pomoci uniformizacni metody

. - 1
Definujeme parametr A > max{q;,i = 1,...,m} a matici B = I + ZQ'
aproximaci .

X(t) = Zk, Tk <t< Tk+1!

kde T, = 0,T;,T,, ... j]Sou Casy udalosti Poissonova procesu S
a {zy,2,,2,,...} je markovsky fetézec s diskrétnim Case
pfechodu B.

0= TO ;3 T1 Tz
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Allianz
EM algoritmus — E krok

Hledané veliiny pak mizeme spoc“:l'tat pomoci vzorcu:

) y n+1
Mia(6) = e z éfi 1>.Z< B

(/u.)n+1 g
i (0 = aije MA (n+1)! Z(Bh)ki(B
n=0

Hobolt, A., Jensen, J. L.. Summary statistics for end-point conditioned
continuous-time Markov chains, 2011, Journal of Applied Probability, Vol. 48, No.
4, 911-924.
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EM algoritmus — M krok

Maximalizace Q-funkce Ej, [lﬁc)(Q)|Y = y] vzhledem k matici intenzit @

~ML _ Nij(T)
YT R@

Lj=1,...,mi+#j,

M = EQo[Nij(T)ly = y]
/ EQo[Ri(T)ly r J’] ,

Diagonalni prvky dopocitame podle definice matice
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EM algoritmus — diagram

Diskrétné
pozorovana
data
\\2
i
Pocatecni 1 Mald), | odhady &5
_matlcg ij(A) |
Intenzit kl

N

Podminky zastaveni procesu:
« Na zaklade odhadnuté matice

|Q@k+1 — Qx

 Na zakladé vérohodnostni funkcp;
|Ln(Qk+1) —L
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Allianz @)

EM algoritmus — konvergence a rozptyl

Monotonie vérohodnostni funkce:

Ly (Qg+1) = Ly (Qp).

Kazdy novy odhad matice intenzit pfechodu je tedy minimalne tak v
jako ten posledni.

Podminky konvergence posloupnosti {Q;} Ize nalézt v uvede

~ McLachlan, G. J., Krishnan, T.: The EM Algorithm and Extensions, 1997, New
Yersey, Wiley Series on Probability and Statistics, Second Edition, 1-84, ISBN
978-0-471-20170-0.
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Allianz ()
MCMC algoritmus — bayesovsky pristup

Bayesova véta:

Necht X je nahodny vektor s pravdépodobnostnim rozdélenim danym hustotou
f(x|8), kde 6 je ndhodny vektorovy parametr. Rozdéleni parametru 6 je uréeno
hustotou g(0). Pak pro podminénou hustotu h(8|x) parametru 8 pri daném X = x
plati:

f(x10)g(6)
[ f(x|0)g(6)d6’

je-li jmenovatel rtzny od nuly. V opaéném piipadé polozime tuto hustotu

nule.
o @

h(0|x) =

HOHO HOHO HOHO HOHO HOHO
APRIORIUS PRAGHATICUS FREQUENTISTUS SAPIENS BAYESIANIS
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MCMC algoritmus — bayesovsky pristup

[ 9(6) } + pozorovana data { h01)

Aposteriorr

Apriorni hustota

Bayesova veéta:
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Allianz @)
MCMC algoritmus — postup

Aplikace na model markovského fetézce se spojitym Casem:
« Parametr Q s rozdélenim g(Q).

« Spojité pozorovani x na [0, t] s podminénym rozdélenim L(TC) (@)

LO@y@
JLE@g(@4de

h(Qlx) =

Zvolime systém apriornich hustot:
m
a;i—1 _,..p.
g(Q) % nﬂqul e QUﬁl,
=1

kde aijuBi > O, l,] = 1, e, M.

Jedna se o sdruzené rozdeéleni nezavislych q;;~T'(B;, @;;)-

Bladt, M., Sorensen, M.: Statistical inference for discretely observed Markov jump
process, 2005, Journal of Royal Statistical Society, Series B (Statistical
Methodology), Vol. 67, No. 3, 395-410.
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MCMC algoritmus — postup

Apriorni hustota:

m
a;i—1
g(Q) e 1_[ l_lqijj e ql].Bl
i=1 j#i
Vérohodnostni funkce:
m
L@ = I—H_[ fj’”m ~qyRi(
i=1 j#i

Aposteriorni hustota:

heln « 12@g@ < | [] |4

=1 j#i
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MCMC algoritmus — diagram

Vybér z
apriorniho
rozdéleni

Ziskame posloupnost odhadil {Qy, X (’_‘ ,
Dostatecny pocet iteraci (10 000).

Diskrétné
pozorovana
data
\4
Simulace
> spojité > Ny (1), Ri(7)
trajektorie
N
Vybér z
aposteriorniho
rozdéleni
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Allianz
MCMC algoritmus — diagram

Diskrétné
pozorovana
data
A2 ,
Simulace 4
Vybér z _
apryiom,,ho > spojité > Nij(7), Ri(7) Odhad QM
rozdéleni trajektorie
N
Vybér z
aposteriorniho
rozdéleni

Ziskame posloupnost odhadi {Q;, X }
Celkovy pocet simulaci musi byt dostate
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MCMC algoritmus — zamitaci simulacni metoda

Pomoci matice intenzit Q a diskrétnich pozorovanych dat {y;, ..., y,,} po
simulovat spojitou trajektorii Markovského fetézce {X(t),t € [0, 7]} ta

X(ti) =Y = 1, e, N
Pouzijeme zamitaci metodu na kazdy z intervalu [t;, t;;1],i =1
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MCMC algoritmus — zamitaci simulacni metoda

Pomoci matice intenzit Q a diskrétnich pozorovanych dat {y;, ..., y,,} po
simulovat spojitou trajektorii Markovského retézce {X(t),t € [0, 7]} tak

X(ti) =Y = 1, e, N
Pouzijeme zamitaci metodu na kazdy z intervalu [t;, t;;1],i =1
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MCMC algoritmus — zamitaci simulacni metoda

Pomoci matice intenzit Q a diskrétnich pozorovanych dat {y;, ..., y,,} po
simulovat spojitou trajektorii Markovského retézce {X(t),t € [0, 7]} tak

X(ti) =Y = 1, e, N
Pouzijeme zamitaci metodu na kazdy z intervalu [t;, t;;1],i =1
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Allianz @)

MCMC algoritmus — odhad a konvergence

Pro odstranéni vlivu volby apriorniho rozdéleni vynechame v posloupnost
{Qi, x" }, _ prvnich K ¢len( (tzv. burn-in period).

Limitni rozdéleni markovského procesu {Q,, X } _ ma hustotu

h(Q1x) f(xly) = L9(Q) g(Q) f(xly).

Posloupnost {Q,, X"} e strikiné stacionarni a er

stfedni hodnotu muzeme aproximovat:
K+M

E[Q|x] ~% z Q;.

i=K+1

Odhad matice intenzit;
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Prestavka
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Uvérovy rating — definice

Uvérovy rating (credit rating)

Y

Allianz @)

Pravdépodobnost, ze pujcka (cenny papir) bude spravné a vcas splacen

Velky vliv na ochotu bank pujovat (kupovat zavazky), na stanoveni
pujCky (urokové sazhy, lhaty, pojisténi rizik).

Zverejnovan ratingovymi agenturami — komplexni rozbor znamy
schopnosti dostat v€as a v plné vysi zavazkum.

Pro jednotlivé emise (cenné papiry).
Pro emitenty (spolecCnosti, staty).

Kratkodoby rating (short-term) — v ramci jednoho ro
Dlouhodoby rating (long-term) — pres delSi Casovy
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Allianz @)
Uvérovy rating — ratingové agentury

« 19. stoleti — expanze do zapadnich oblasti USA, zvetSovani vzdalenosti mezi
investorem a dluznikem.

« 1837 - finanCni krize v USA, agentury hodnotici obchodniky a jejich
schopnost dostat zavazkim (Lewis Tappan, NYC, 1841).

« 1909 — hodnoceni obligaci zeleznicnich spolecnosti od Johna Moodyho,

« 1913 - John Moody hodnoti dluhopisy podniki verejnych sluzeb
a prumyslovych spole¢nosti, poprvé je pouzit systém oznaceni pismeny.

« Velka trojka

« 1914 Moody's Investor Service
- 1916 Poor‘s Publishing Company

i 1941, Standard & Poor's
¢ 1922 Standard Statistics Company

« 1924 Fitch Publishing Company
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Allianz @)
Uvérovy rating — princip ratingu

Hodnotici kritéria

- Kvantitativni — kapitalova struktura, zisk, likvidita, hospodarsky rust statu,
inflace, mira zdanéni.

« Kvalitativni — fizeni spoleCnosti, vztahy s obchodnimi partnery, rizeni rizik,
strategie, konkurencni prostrfedi, politicka stabilita, platebni a rozpoctova
kazen.

« Agentury musi disponovat dostateCnou kapacitou pro analyzu a musi byt
nezavislée.
* Vyuzivani neverejnych informaci o spoleCnostech.

* Oznaceni pismeny (A-D, 1-3, +/-).
» Investi¢ni / spekulativni (neinvesticni) stupné ratingu.

« Slovni popis situace objektu, odhad prumérného rizika nesplaceni a dalsi
charakteristiky.

* Hodnoceni ma velky dopad na postaveni subjektu na trhu.
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Uvérovy rating — investiéni stupné

Allianz @)

Dlouhé Kratkeé Dlouhé Kratke Dlouhé Kratkeé
obdobi obdobi obdobi obdobi obdobi obdobi

Aal

Aa2
Aa3
Al
A2
A3
Baal
Baa2

Baa3

AA+

A-1+
P-1 AR
AA-
A+
A-1
A
A-
P-2 A-2
BBB+
BBB
P-3 A-3
BBB-

AA+
AA

A+

BBB+

BBB
BBB-

F1+

Investiéni
F1 stupné
F2
F3

https://www.moodys.com/,
§ J http://www.standardandpoors.com/en_EU/web/guest/home,
https://www.fitchratings.com/.
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Uvérovy rating — spekulativni stupné
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Spekulativni

stupné
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Uvérovy rating — rating statu

Mira rizika pro investovani v dané zemi.

Vyhledavany potencialnimi zahranicnimi investory.

Zohlednuje politicke, ekonomicke riziko.

Rating je strop pro hodnoceni jednotlivych emitentu v ramci statu.

Moody's Bal Baa3 Baa2 Baal Baal Baal Baal Baal Baal Baal Al

S&P - BBBBBB+ A A A A A A A A A A A A A A A A AA- AA- AA- AA- AA-
Fitch - — - A- A- BBB+ BBB+ BBB+ BBB+ BBB+ BBB+ A- A- A A A A+ A+ A+ A+ A+ A+ A+ A+
Foreign Currency Long-Term Sovereign Debt Ratings, 1.10.2015, S

K‘df) https://www.cnb.cz/cs/o_cnb/mezinarodni_vztahy/rating/ 5

=

©
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Uvérovy rating — rating statu
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Uvérovy rating — vyuziti

Investori
* rozSifeni mnozstvi investiCnich moznosti,
* nezavislé a snadno pouzitelné hodnoceni relativniho uvéroveho rizika,
 roste efektivita trhu, snizuji se naklady (napf. pro analyzu emitentu).

Emitenti
* nezavislé ovéreni jejich schopnosti dostat zavazkum,
* Uspesna emise musi mit alespon jedno ratingove hodnoceni,
« zjednodusSeni pristupu na kapitalovy trh.

Investicni banky a makléfri
« vypocet rizika svého portfolia,
« vlastni hodnoceni porovnavaji s hodnoceni ratingovych agentur.

Regulatorni organy
« kontroluji pouzivani pouze vybranych ratingu.
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Osnova

« Uvod
e Metoda maximalni vérohodnosti

« EM algoritmus
« Monte Carlo Markov Chain

 Prestavka

« Uvérovy rating
« Aplikace
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Aplikace — postup

Vybér
diskrétni
trajektorie

Simulace
spojité
trajektorie
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Aplikace — vstupni data

Christensen, J., Hansen, E., Lando, D.: Confidence sets for continuous-time
rating transition probabilities, 2004, Journal of Banking and Finance 28 (5),
2575-2602.

|| sl sa | A ] Baa | Ba | B | Ca | D
-0.071 0.066 0.005 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.009 -0.123 0.115 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.001 0.033 -0.117 0.080 0.003 0.000 0.000 0.000

Baa 0.001 0.001 0.088 -0.163 0.068 0.004 0.001 0.000
m 0.000 0.000 0.009 0.185 -0.293 0.096 0.003 0.000
“ 0.000 0.000 0.002 0.015 0.093 -0.246 0.124 0.011
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.120 -0.541 0.421
“ 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

« 8 ratingovych trid (m).
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Allianz @)
Aplikace — vstupni data

Christensen, J., Hansen, E., Lando, D.: Confidence sets for continuous-time
rating transition probabilities, 2004, Journal of Banking and Finance 28 (5),
2575-2602.

aa -0.071 0. 066- 0000 0000 0000 0000  0.000
Aa 0.009 01238  0115[00000 0000 0000 0000  0.000

o001 0033 -0117 00800008  0.000 0.000  0.000
0.001[NG0160d 0.088/  -0.163 00680004 0001  0.000
0.000 0000 000§ o185  -0293 0.096[ 0008  0.000
0.000 0.000 00020018 0093  -0.246 0.124 01014

0.000 0.000 0000  0000f 0000 0120  -0541 0421
0.000 0.000 0.000  0.000 00000000 0000  0.000

« 8 ratingovych trid (m).
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Aplikace — Porovnani odchylek prvku

Inamura, Y.: Estimating Continuous Time Transition Matrices from Discretely
Observed Data, 2006, Bank of Japan Working Paper Series, No. 06-EQ7.

» Trajektorie simulovany na délku 7 let (7).

* Pro kazdy rating simulovano 100 trajektorii vychazejicich z tohoto bodu.

« Odchylky (Q — Q):

WSl Ao | Aa | A | Baa | Ba | B | Caa D &mmnmnn

0.003 -0.003 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.004 -0.003 -0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
-0.002 -0.016 0.018 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.002 -0.010 0.012 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.002 -0.001 -0.004 0.006 -0.003 0.000 0.000 0.000 0.002 -0.001 0.000 0.002 -0.003 0.000 0.000 0.000
Baa 0.001 0.001 0.003 -0.018 0.015 -0.001 -0.001 0.000 0.001 0.000 -0.001 -0.013 0.015 -0.002 -0.001 0.000
0.000 0.000 -0.009 0.027 -0.023 0.008 -0.003 0.001 0.000 0.000 -0.009 0.016 -0.002 -0.002 -0.003 0.000
0.000 0.000 0.003 -0.015 0.024 -0.056 0.055 -0.011 0.000 0.000 0.002 -0.015 0.017 -0.032 0.040 -0.011
Caa 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.030;-0.071 0.040 Caa 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.024f -0.058 0.034
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 o0.000

Ul Aaa | A2 | A | Baa | Ba | B | Ca | D_

0.004 -0.004 -0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
-0.001 -0.012 0.013 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.002 -0.002 0.002 0.001 -0.002 0.000 0.000 0.000
0.001 0.001 -0.003 -0.010 0.014 -0.001 -0.001 0.000
0.000 0.000 -0.009 0.014 -0.001 -0.001 -0.003 0.000
0.000 0.000 0.001 -0.014 0.012 -0.025 0.036 -0.010
0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.024 -0.045 0.020
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 58
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Aplikace — Porovnani normy rozdilu matic

2- el

ML 0.1315
EM 0.0970
MC 0.0791

Frobeniova norma matice:

m m
|AllF = ZZ|GU|2 :
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Aplikace — Porovnani pravdépodobnosti selhani

Matici pravdepodobnosti pfechodu odvodime z Q:
= tkQk
k! -
k=0
Pro kazdy stav Aaa — Caa odvodime pravdépodobnost selhani po jednom roce:

m | e o | e | we

Aaa 0.000001 0.000020 0.000002 0.000002
Aa 0.000019 0.000356 0.000055 0.000044
0.000672 0.003548 0.001411 0.001123
0.020873 0.039491 0.026077 0.020638
0.160501 0.235316 0.147619 0.129308
3.042908 2.762807 2.427599 2.380699
Caa 32.624244  34.004332  32.973438  32.556448

P(t) = exp(tQ) =

P(Q) znaci pravdépodobnost selhani odvozenou ze zadané matice intenzit.
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Aplikace — Porovnani pravdépodobnosti selhani

Odchylky pravdépodobnosti selhani odhadt od pravdépodobnosti selhan

zadané matice vyjadrené v procentech:

50% -
45% -
40% -
35% -
30% -
25% -
20% -
15% -
10% -

5% -

0% -

___
1718% 6%

Aa 1826% 10%

A 428% 21%

Baa 89% 13%

Ba 47% 5%

B 9% 22%

Caa 4% 1%
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Aplikace — Porovnani pravdépodobnosti selhani

Aaa Aa
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Aplikace — Porovnani pravdépodobnosti selhani
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