Odhady aktuarskych
predpokladu pomoci
analyzy preziti

Seminar z aktuarskych véd — 11.5.2012

Martin Hrba vice nez / standard M



m analyza preziti, teorie spolehlivosti
m survival analysis, failure time analysis, event history
analysis

— zkoumani doby do udalosti

m vyuziti

e demografie

e medicina

e technika

® socialni védy

® pojistovnictvi
storna
dalSi (napf. doba do zaplaceni dluzného pojistného)
umrtnost

[ ]
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m Kaplanuv — Meieruv odhad

m Coxuv regresni model

m Parametrické modely

vice nez / standard M




Analyza preziti

Zakladni model

m doba do udalosti
® nahodna veli¢inaT >0

m charakteristiky statistického rozlozeni T

e distribuéni funkce

e funkce preziti

® spojity pripad
hustota

rizikova funkce

kumulativni rizikova funkce
e diskrétni pripad

pravdépodobnostni funkce

rizikova funkce

kumulativni rizikova funkce

F(t) =P(T <t)
St)=P(T>t)=1—-F(t)

f(®)
A(t) = lim

h—0+ h

A() = [; A(s)ds

PO<Tst+h|T>0) _ f(©) _ _ d
T 1-F@) | dt log(S(t))

ft)=fi=P(T=t)
Mt) =% = P(T = 4|T = )
A(t) = Z{jIOSt]‘St} A'] = ZSSt A‘(S)

vice nez / standard M




Analyza preziti

Zakladni model

m podoba pozorovani
e pozorovano n objektu s realizacemi Ty, T, ..., T,, veliCiny T

E cenzorovani
e piimo Casy T; nejsou znamy pro vSechna pozorovani
® pozorovani ukonena cenzorovanim v €ase C; nesou pouze
informaci, ze T; = C;
e k dispozici dvojice (X;,4A;)
X; = min(T;, C;)
A = I(T; < C;)
e typy cenzorovani
- typ | (udalosti)
typ Il (Casem)
nahodné — nezavislé na T
nahodné — informativni (nese informaci o riziku)

vice nez / standard M




Analyza preziti

Obrazek
ey
1 X,=3
¢ _ ® m !
A=1
X,=6
Q@ $----- | ® ® 2
A,=0
A=0 T, _
*—o----- - *—e Xs=1
A,=0
X,=T,
A,=1 _
= o—=n X,=1
A=1
o 1 2 3 4 5 & 7 8 9| |o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cas méfeny od poéatku pozorovani Cas méreny od poéatku smlouvy
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Konstrukce odhadu

m Citaci proces

® Nl(t) - I(Xl < t,Ai - 1) 5 N(t) 5 Y(t)
® N(t) =X; N;(¢) ‘ ‘°
m pozorovaci proces ° °
2 —e 2| —eo
o V() = I(X; > t) 1. :
° Y(t) =X;Y;(t) 06— o
01 2 3 456 7 012 3 456 7

m predpoklady
e T;i.i.d., nezavislé na C;

m vysledky pozorovani

®t; <t,<-- <ty Casy pozorovanych udalosti

® dN(ty),dN(t,), ..., dN(t;) poCty pozorovanych udalosti v Casech
t1,to, )ty

® t,=0,tp 1 =

e vintervalu(t;, t;41), j = 0,1,...k nastalo Y(t;) = Y(tj+1) — dN(¢))
cenzorovani v ¢asech t;;, [ = 1,2,...Y(t;) — Y(t,“i dN(t;)
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Konstrukce odhadu

m odhad funkce preziti S(t)
m vérohodnostni funkce

L H?:a( (5(5-) - (6 ))dN(t]) r(6)-¥(eje0)-an(s) S(tﬂ))

$(t) =T, (1= %) proj = 0,1, ... k
S(tﬂ) Hm 1(1 - X;l) pro t € (tj, tj+1)

o L =
—H ( dN(t,) H] _1(1 }\m)dN(t]) H] (- }\m)Y(t]) Y(tj41)- dN(t,))

o | = H;'{zllde(tj) (1 . lj)Y(tj)—dN(tj)

— dN
- S5(t) = Hsst(l — Y(S))
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Vlastnosti odhadu

= vychyleni odhadu (E[S(t)]| = S(t))
m odhad rozptylu

e log (5'(??)) = L(j|t;<c) 108 (1 h d;"((t’;;))

- P(AN(t)|r (t) = ny)~Bi(pj,ny)
- fX) = f(©) + ()X =), var[f(X)] = f"(c)*var[X]
A 1 (dn(t;)
e log (S(t)) ~ thjst} (log(l —-pj)— 1_pj( Y(t}_’i - Pj))

1 pj(1-pj)

® var [log (S(t))] ~ Z{j|tjst} (1-p;)° nj

. (= 2 dN(s)
- var[S(t)]| = (S(t)) Lsst Y(s)(Y(s)-dN(s))

m asymptotické rozlozeni

- f(t)~N(S(t): Vﬁr[g(t)])

9 vice nez / standard M
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Priklad

0,9

0,8

0,7

10

Pojistny mésic

15

20

1 82 11653 0,9930 0,0008 0,9910 0,9950
2 204 11523 0,9754 0,0014 0,9717 0,9791
3 234 11203 0,9550 0,0019 0,9500 0,9600
4 68 10815 0,9490 0,0020 0,9437 0,9543
5 73 10743 0,9426 0,0022 0,9370 0,9481
6 55 10663 0,9377 0,0023 0,9319 0,9435
7 636 10602 0,8814 0,0030 0,8736 0,8892
8 150 9931 0,8681 0,0032 0,8600 0,8763
9 215 9770 0,8490 0,0034 0,8404 0,8577
10 150 9549 0,8357 0,0035 0,8267 0,8446
11 82 9396 0,8284 0,0035 0,8193 0,8375
12 228 9313 0,8081 0,0037 0,7986 0,8176
13 80 9082 0,8010 0,0038 0,7913 0,8107
14 69 9000 0,7949 0,0038 0,7851 0,8046
15 106 8930 0,7854 0,0039 0,7755 0,7954
16 59 8823 0,7802 0,0039 0,7701 0,7902
17 75 8763 0,7735 0,0039 0,7634 0,7836
18 149 8685 0,7602 0,0040 0,7499 0,7706
19 105 8535 0,7509 0,0041 0,7404 0,7613
20 43 8429 0,7470 0,0041 0,7365 0,7576
175 1 136 0,2899 0,0076 0,2703 0,3096
176 1 122 0,2876 0,0079 0,2671 0,3080
177 1 105 0,2848 0,0083 0,2634 0,3062
178 0 91 0,2848 0,0083 0,2634 0,3062
179 0 79 0,2848 0,0083 0,2634 0,3062
180 1 64 0,2804 0,0093 0,2564 0,3043
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Priklad

(1)

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

Pojistny mésic
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Pravdépodobnost udalosti v intervalu

m pravdépodobnost udalosti v intervalu (s, t) za podminky, ze k
udalosti nedoslo do €asu s
® R(s,t) =P(s <T; < t|T, >s) =1

S(s)
= odhad pravdépodobnosti
- R(s,t) =1— 0

S(s)
m odhad rozptylu

dn(t;)
o log(l —R(s, t)) - Z:{J'|S<’i}f5f5} log(l B Y(th )
2
> var[R(s,0)] = (1-R(s,0) %
m asymptoticke rozlozeni N
- R(s, t)~N(R(s,t), var|R(s,t)])
m specialné pri mésicnim pozorovani(t=1,2,..) pro
pravdéepodobnost udalosti v roce r
e R(r) =R(12r,12(r — 1))

12 vice nez / standard M
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Kaplanuv — Meieruv odhad
Priklad

1 15,35% 0,002763 14,64% 16,06%
2 8,83% 0,002689 8,14% 9,53%
3 7,32% 0,002579 6,65% 7,98%
4 5,92% 0,002511 5,27% 6,57%
5 5,58% 0,002458 4,94% 6,21%
6 5,87% 0,002716 5,17% 6,57%
7 5,81% 0,002694 5,11% 6,50%
8 5,64% 0,002918 4,89% 6,39%
9 5,22% 0,003060 4,44% 6,01%
10 4,63% 0,003383 3,76% 5,51%
11 5,69% 0,004506 4,53% 6,85%
12 5,07% 0,005220 3,73% 6,42%
13 6,08% 0,006395 4,43% 7,73%
14 4,29% 0,008638 2,06% 6,51%
15 5,50% 0,015185 1,59% 9,41%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Pojistny rok
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Kaplanuv — Meieruv odhad

Shrnuti

velmi casté pouziti

vypocetné nenarocny pristup

predpoklad nezavislosti jednotlivych pozorovani

predpoklad stejného rozlozeni doby do udalosti
® pro vSechna pozorovani
e v prubéhu (kalendarniho) ¢asu

m zajisSténi splnéni predpokladu
e vytvoreni dostateCne homogennich skupin pozorovani
— test shody vybért
® pozorovani za dostateCné kratke obdobi
— useknuti pozorovani zleva
m rozsifeni modelu

® zavislost na dalSich proménnych
— Coxtiv regresni model

14 vice nez / standard M




Analyza preziti

Test shody vybér

m test hypotézy shody funkce preziti
® So(t) =S,(t) =--=5,(t) provSechnat = 0

— (vazeny) logrankovy test

m test hypotézy shody pravdépodobnosti preziti v urcitém case
o So(tlT) = 8, (tIT) = - = S, (tIT)
pro konkrétni ¢as t
prot € (ty, t,)

e moznost vyuziti vlastnosti Kaplanova — Meierova odhadu
napfiklad na zakladé R(r)
dN (u)

A ~ 2
var[R; (r)] = (1 — R (?‘)) Y12(r-1)<usizr] Y: (¥ W—-aN W)

> Ry(r) = Ry (1)~N (0, var[Ry ()] + var[R; (1))

15 vice nez / standard M
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Analyza preziti

Test shody vybéru: Priklad

R(r)

R,(r)-R,(r)

Pojistny rok

T T
5 6 7
Pojistny rok

vice nez / standard M




Analyza preziti

Obrazek
1 X,=3
¢ _ ¢ m 1
A=1
X,=6
Q@ $----- | ® ® 2
A,=0
X3=Csq
A=0 T, _
*—o----- - *—e Xs=1
A,=0
X4=T,
A,=1 _
o= o—=n X=1
A=1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 of|l |o 1 2 3 4 5 & 7 8 09
Cas méfeny od poéatku pozorovani Cas méfeny od poéatku smlouvy
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Analyza preziti

Useknuti pozorovani zleva: Obrazek

Tl
® |
Iiz AZ:O T, X,=6
@ == o o Pr—— = - - - - | B.=3 e O
- A,=0
CS T3
*—o--r--1
X,=T,
o—=u o—a 4
A,=1
3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cas méreny od poéatku pozorovani Cas méreny od poéatku smlouvy
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Analyza preziti

Useknuti pozorovani zleva

m zakladni model — cenzorovani zprava

e néktera pozorovani nekonci Casem udalosti T;, ale Casem
cenzorovani C;

e informace, ze T; > C;

m useknuti zleva
e nékteré objekty nevstupuji do pozorovani v Case 0, ale v Case B;
e zadna informace, pokud by udalost nastala v Case T; < B;

m dalsSi moznosti cenzorovani nebo zkraceni
® cenzorovani zleva
e intervalové cenzorovani
e useknuti zprava

m Uprava zakladniho modelu pro useknuti zleva
e pozorovaci proces Y;(t) =I(B; <t < X;)

® moznost vyuziti testu shody k urceni délky obdobi pro
19 pozorOVéni vice nez / standard M




Analyza preziti

Useknuti pozorovani zleva: Priklad

1,0
R(r) —o—-1
0,9 -
——-2
=0—-3 0,8 -
R —|
o5 0,7 -
= <-5 06 -
\ 0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
T T T T T T T T T T 1 0,0 T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 20 40 60 80 100 120 140
Pojistny rok Pojistny mésic
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Coxuv regresni model

Formulace modelu

m podoba pozorovani
® XifAifZi(t))! i=12,..,n
e Z;(t) znamé veliciny, které mohou mit vliv na dobu do udalosti

m tvar rizikové funkce

o A(t|Z()) = Ay (t)eP 2®

e znaceni pro i-ty objekt A;(t) = A, ()exp{BT Z;(t)}
m pripad vektoru Z nezavislého na case

o A(t]Z) = A, (D)eP'?

e model proporcionalnich rizik

M) _ Ao(®exp{BTzi} _ exp{BZi}
Aj(t)  Ao(®exp{BTZ;}  exp{BTZ;}

e tvar funkce preziti
S(t|Z) = exp {_ fot KO(S)eﬁTZdS} =S, (t)exp{ﬁTZ}

So(t) = exp{— f Ao ()}

L]
21 vice nez / standard M
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Coxuv regresni model

Konstrukce odhadu

m vérohodnostni funkce pro odhad zakladni funkce preziti S, (t)
_ Tk -
° L=1lj (H{i|X,;=t}-,Ai=1} (5 (t712) - (tj|Z)) Hgije <xi<tjpni=0)S (tj|Z))
=~ - - dN(s)
2 S0(®) = Ils=t (1 Sy Yi(s)exp{ﬁ'*'"zi(s)})
m parcialni vérohodnostni funkce pro odhad vektoru parametru g8

li(ti)dt
oq YDA (epdt

gz
ex i(s
® L(ﬁ) — ?=1H520( - )

j,-"=1 Yj(s)exp{ﬁTZj(s)}

e pfispévek udalosti i-tého objektu L; () =

T=1Zj(s)Yj(s)exp{B'Z;(s)}
=1 Yj(s)exp{BTZ;(s)}

> L0 iy (Zils) - )ani(s) =0

22 vice nez / standard M




Coxuv regresni model

Vlastnosti odhadu

m asymptotické vlastnosti 8
o SOB,¢) = Z, ,Y;(0) exp{B" Z; (1)}
o SO(B,t) =3" J-1 Z;(0)Y; () exp{ BT Z;(1)}
o SAB,1) = T, Z;(DZ;()TY;(6) exp{BTZ; (1)}

_ SW(B,1)
e EBt)=Z— SO0

SO (B.5)S@ (B,5)-(SD(B,))(SD(B,5))"
" 2= 2520( - ﬁ(ss(m((ﬁs)fzs o ) e

-8~ (3B

m test vyznamnosti parametru g

> (B-B0)'S(B) " (B-Bo)~1,
23 vice nez / standard m




Coxuv regresni model

Vlastnosti odhadu
= asymptotickeé vlastnosti S(¢t) = S, (¢)*(8'Z}
- S(E)~N(S(t), var|S(t)])
N N2 -
- var|S(t)] = (S(t)) e2B'Z .

_ dN(s) E(ﬁ,s)dN(s))T o~ —1( E(B,s)dN(s))

= (Zsst (S(O)(E,s))z + (Zsst S(O)(E,s) Z(ﬂ) Zsst S(O)(E,s)

m asymptotické vlastnosti R(s,t) = 1 — (
— var|R(s, t)| = (1 — R(s, t))2 e2B'Z .

n T _ Bw)dN(w
. (Zs<wst aNw) (wastb‘(ﬁmz%’:’v () )) %(B) I(Zs<wstE(f(,0)gng() )))

SB(t))eXP{ETZ}
So(s)

(SO (Bw))”
- CﬁV[ﬁ(S, t),ﬁ(u, 'D)] = (1 — ﬁ(s} t)) (1 _ ﬁ(u’ v)) ezBTZ .

-~ T .
E(Bw)dN(w) ~\—1 E(Bw)dN(w)
S ((Zs<wst (S(O)gﬁ,w) ) z(ﬁ) (Zu<wsv (S(O)EE,W) )) pros<t<u<v

24 vice nez / standard M




Coxuv regresni model

Priklad
B0 QusdB10°] Qusnl107
mZ(t) =7 |

-7,4820 -9,4533 -5,5107

N \ S(t) [ —z-o | R(r)

0,9 VySOké zZ |
\ = stiedni Z
0,8

0,4 \\\ '
N =

0,2

T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Pojistny mésic Pojistny rok
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Coxuv regresni model

l[dentifikace a verifikace modelu

m tvar kumulativni rizikové funkce
o A (t) = Ao (D)exp{B’Z;} A;(t) = Ap(Dexp{BTZ;}
® log(A; () —log(A; (1)) = BT(Z; — Z;) nezavisi na Case

— identifikace pomoci paralelnich kiiveklog(A; (t))

1,0 0,6
o log A(t) — log A(t)-log A,(t)
| / 04
-1,0
/ 0,2
-2,0
0,0
-3,0 -
0,2
-4,0 Vrstval \
c— MA
50 Vrstva2 | 0,4 - v_,
e \/rstva 3
'6,0 T T T T T T T T 1 _0,6 T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Pojistny mésic Pojistny mésic
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Coxuv regresni model

l[dentifikace a verifikace modelu

m Schoenfeldova rezidua

s (B.t)
sO(B.t)

— nemeéla by vykazovat systematickou odchylku v zavislosti na ¢ase

e E: (B, t) =Z;— pouze pro necenzorovana pozorovani

300000
250000
200000
150000

.. e e e, s
100000 = " - o o8 _° o ;

0o’e o ® ' 2%, : ° . ° .

..o.:! :.30 ° o:! ° ‘ ® o8 o®

50000 - > aftieietotttay ot tat oy feti—t——3

..!° S0 % g3 o0 o0o 089,808 $39300 Boge 8 o o8 .: 00 S 050 R °. w® . ° s

°ge00p0e .i :.'3 ,..!ihg!: 053:.3” 20 8 i' 00208 :':: i .go LR TR =. ..:°. . ..o' ot .. N .i.
0 i d
'50000 T T T T T T T 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180
Pojistny mésic
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Coxuv regresni model

Shrnuti

m Siroka trida modelu
e flexibilni volba Z(t)
e obecny multiplikativni model A(t|Z(t)) = A, (t)r(BTZ(t))
e aditivni model A(t|Z(t)) = B, (t) + B(t)TZ(¢)
m vétsSi vypoctova narocnost
e numerické feseni rovnice pro 8
e asymptoticke kvantily a intervaly spolehlivosti
e kontrola vhodnosti modelu
m nevyhoda neparametrickych modelu (i semiparametrickych
typu Coxova regresniho modelu)

e neposkytuji odhad pro Casy presahujici maximalni pozorovanou
dobu

— pouziti parametrickych modelt

vice nez / standard M




Parametrické modely

Exponencialni model

m formulace modelu

o T~Exp(N)

e charakteristiky rozlozeni
f(t) =Ae M S(t) =e M R(s,t) =1 — e~ 2t=9)
At) = A log(S()) = —At

— identifikace pomoci linearni zavislosti log (f(t)) nat

m konstrukce odhadu
o L) = [T, (Re=M1) ™ (e72X:) ™% = [T1 281 e~

maxN(s)
~ l Z[ 1Xl
m asymptotické vliastnosti odhadu
maxN(s)
oo [ ZER)
(Zl IXI)

29 vice nez / standard M




30

Parametrické modely

Exponencialni model: Priklad

R(r)

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Pojistny rok

0,0

-1,5

log S(t)

0

20

40

60

80 100 120 140 160 180

Pojistny mésic
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Parametrické modely
Exponencialni model: Priklad

-1,5

60

70

80

90

100

110

120

Pojistny mésic

130

140

150

160

170 180

31
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Parametrické modely

Exponencialni model: Priklad

m Odhad parametru

0,005960 0,005809 0,006111

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Pojistny rok
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Parametrické modely

Weibullilv model

m formulace modelu

o T~W(Q,y)

e charakteristiky rozlozeni
f(£) = Ayty~te=At" S(t) = e R(s,t) = 1 — = *t=2sD
A(t) = AytY ! log (—log(S(t))) = ylogt + logA

— identifikace pomoci linearni zavislosti log (—log (?(t))) na log(t)

m konstrukce odhadu
Y, . =4
o L(LY) = T, (Ry(X)Y-1e A7) ¥ (e =Acx0Y)!

max N(s)
A ___s=20 —
Xi=1 (XY
Yic1(X)Vlog(Xy) 1 Xs»olog(s)dN(s) _ 0
Yi=1 (XY Y max N(s)

=0
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Parametrické modely

Regresni model proporcionalnich rizik

m tvar rizikové funkce
o A(t|Z) = A, (t)eP'Z
m exponencialni regresni model
o A(t|2) = AeB'Z
e |ze psat vetvaruA(t|Z) = eB'Z pFiZ, = 1je A = efo
e S(t|Z2) = exp {—teﬁTZ}
e konstrukce odhadu
> 2i=1Z; (Ai - XieﬁTZ") =0

e asymptoticke vlastnosti odhadu
Z(B)z ?=lziZiTXieﬁTZi

>B~~(3(B))
34 vice nez / standard m




Parametrické modely

Regresni model proporcionalnich rizik: Priklad

,00
R(r) log S(t) [—2-0
vysoké Z
= stiedni Z
-,500

- \

T T T T T T T T T T T T T T 1 _1,500 T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Pojistny rok Pojistny mésic
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Parametrické modely

Regresni model proporcionalnich rizik: Priklad

m Odhady parametru

e odhad g z
puvodniho modelu

0,005901 0,005483 0,006351
B*10° Qo,5%[B*10°] Qoo 50[B*10°]
-7,4820 -9,4533 -5,5107

e odhad obou
parametru

0,006238 0,005778 0,006734

-15,1365 -23,1984 -7,0746

36

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Pojistny rok

vice nez / standard M




Parametrické modely

Regresni model zrychlenych ¢asu

m tvar rizikové funkce a funkce preziti
o A(t|Z) = eP' 71, (teﬁTZ)

o S(t12) = exp{—n (tef)} = 5, (™)

m specialné v pripadée Wiebullova (a exponencialniho) rozlozeni je
soucasné modelem proporcionalnich rizik

y—1
o A(t|Z) = Ay (teﬁTZ) eB'Z

® Ize piepsat do tvaru A(t|Z) = AytY~1eh 2
m konstrukce odhadia Weibullova regresniho modelu

N LN
T AT (X)VexpBTZ)

. Yic1(X)Ylog(X;)) 1 Y-olog(s)dN(s) _
Y1 (XY Y max N(s)

T7.
- 2i=1Z; (Ai —AX;"ef Z’) =0 ”
vice nez /standard ’p.®

0
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Parametrické modely

Shrnuti

m dalsi modely
1 _Qogt-pw?

e
oty2m

e |ogaritmicko-normalni rozlozeni f(t) =

t
e gama rozlozeni f(t) = ekr(k)tk_le_a

e zarizikovou funkci A je mozno zvoliti jiné funkce
m vyhody
® moznost extrapolace na delSi Casove obdobi
e odhad jen nékolika parametru namisto celé funkce preziti

m nevyhody
e riziko Spatné identifikace modelu

e nektera data nemuseji odpovidat zadnému z obvyklych
statistickych rozlozeni

® mozna vypoctova narocnost (pro nékteré modely je nutné hledat
odhady parametrti numericky)
vice nez / standard M




m rada metod v zavislosti na charakteru dat
e zakladem analyzy neparametrické modely
® zahrnuti regrese
® parametrické modely
e dalSi rozSifeni (napf. analyza opakovanych udalosti)

® moznost vyuziti softwaru
e statistické programy
® pro mensi objemy dat MS Excel
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