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Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

3 Mnohorozměrný model MCL
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Informace o ASTIN 2007

Základńı informace

37. ASTIN Colloquim
oslava 50. výroč́ı založeńı ASTIN (New York 1957)
19. až 22.6.2007
Orlando, Florida, Disney’s Contemporary Resort
v́ıce než 140 účastńık̊u

p̌res 40 prezentovaných p̌ŕıspěvk̊u

H. Buhlmann, P. Embrechts, H. Panjer, Ch. Daykin, G. Taylor, M.
Goovartes, J. Lemaire atd.

Petr Jedlička (CKP) MCL, ASTIN 2007. 30.11.2007 4 / 51



Informace o ASTIN 2007

Okruhy témat p̌ŕıspěvk̊u

stochastika rezervovani
systémy bonus malus
výpočetńı systémy

knihovna pojistné matematiky v programu R

podnikový risk management
modelováńı
ruinováńı

kredibilita
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Návrh modelu mnohorozměrného MCL
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Zobecněńı metody MCL Úvod

Metoda Mnichovský Chain Ladder - úvodńı p̌ripomenut́ı

Odvozeno matematiky zajǐštovny Munich Re ⇒ název (MCL) (viz
Quarg 2004)
Analyzuje současně trojúhelńık vyplaceného plněńı Y P

i ,j a známého

závazku (součet plněńı a stavu RBNS) Y I
i ,j

Navazuje na standardńı stochastický model Chain Ladderu T. Macka
(SCL) (1993)

Př́ınos MCL: Jestliže Y I
0,n ' Y P

0,n MCL snižuje rozd́ıl mezi Ŷ I
i ,n a Ŷ P

i ,n

pokud i ≥ 1
Uvedené neplat́ı pro SCL

Použité označeńı

a(i) = n − i dosud posledńı známé obdob́ı vývoje pro obdob́ı vzniku i

Data pod́ılu vyplaceného pojistného plněńı a celkového závazku

Qi ,j ≡ (P/I )i ,j ≡
Y P

i ,j

Y I
i ,j

i = 0, · · · , n i + j ≤ n

Dostupná informace z obou trojúhelńık̊u Bi (s) = (Yi(s)
P ;Yi(s)

I )
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Zobecněńı metody MCL Úvod

MCL - Pod́ıl vyplaceného plněńı a celkového závazku (PI)

Odhad pr̊uměrného PI pod́ılu j P/Ij =
∑n

i=0 Y P
i,j∑n

i=0 Y I
i,j

Jestliže i + j > n PI se definuje (P/I )i ,j =
Ŷ P

i,j

Ŷ I
i,j

Plat́ı, že
P/Ii ,j
P/Ij

=
P/Ii ,a(i)
P/Ia(i)

Důkaz uveden v Quarg 2004

Interpretace objasňuje důvod nekonzistence odhadů závazku podle
obou typů trojúhelńıku

1 Ńızké (P/I )i,j pro známá data na diagonále ⇒ ńızký pod́ıl (P/I )i,j
pro p̌redpovědi

2 Vznikaj́ı rozd́ıly v odhadech celkového závazku v závislosti na
trojúhelńıku

3 Systematická limitace SCL
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Zobecněńı metody MCL Úvod

Základńı principy MCL

Úprava vývojových faktor̊u na základě znalosti (P/I )i ,a(i)

Jestliže PI pod́ıl je ńızký (podpr̊uměrný) ⇒ pro trojúhelńık plněńı

Dosud ńızkou úroveń zlikvidovaných škod
Lze p̌redpokládat, že v budoucnu dojde k jej́ımu urychleńı
⇒ vyš̌śı individuálńı vývojový faktor Y P

i,j+1/Y P
i,j

Navýšeńı klasického odhadu podle SCL f̂ P
j

corr
(

Y P
i,j

Y I
i,j

;
Y P

i,j+1

Y P
i,j

)
< 0

Jestliže PI je podpr̊uměrný ⇒ pro data závazku

Vysoká úroveň celkového zarezervováńı
Lze očekávat nižš́ı nár̊ust pro daľśı obdob́ı
⇒ nižš́ı individuálńı vývojový faktor Y I

i,j+1/Y I
i,j

Užitečné pońıžit klasický odhad f̂ I
j

corr
(

Y P
i,j

Y I
i,j

;
Y I

i,j+1

Y I
i,j

)
> 0
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Zobecněńı metody MCL Úvod

Regresńı model pro MCL - vyplacené plněńı

Proměnné jsou standardizovány ⇒ pod́ımněná residua

Res(X |C ) =
X − E(X |C )

σ(X |C )

Struktura závislosti ⇒ podkladový model pro MCL data z

E

(
Res

(
Y P

i ,s+1

Y P
i ,s

|Yi (s)
P

)
|Bi (s)

)
= λP · Res(Q−1

i ,s |Yi (s)
P)

Transformace do lépe interpretovatelné podoby (na základě definićı
Res

E

(
Y P

i ,s+1

Yi ,sP

|Bi (s)

)
= f P

s +λP

σ

(
Y P

i,s+1

Y P
i,s

|Yi (s)
P

)
σ(Q−1

i ,s |Yi (s)P)
·(Q−1

i ,s −E(Q−1
i ,s |Yi (s)

P))
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Zobecněńı metody MCL Úvod

Regresńı model pro MCL - celkový známý závazek

V principu podobně jako pro vyplacené pojistné plněńı

E

(
Res

(
Y I

i ,s+1

Y I
i ,s

|Yi (s)
I

)
|Bi (s)

)
= λI · Res(Qi ,s |Yi (s)

I )

Po transformaci

E

(
Y I

i ,s+1

Yi ,s I

|Bi (s)

)
= f I

s +λI

σ

(
Y I

i,s+1

Y I
i,s

|Yi (s)
I

)
σ(Qi ,s |Yi (s)I )

· (Qi ,s −E(Qi ,s |Yi (s)
I ))

Poznámka - rozd́ılnost obou model̊u

Qi ,j je vysvětluj́ıćı proměnná pro celkový závazek

Q−1
i ,j je vysvětluj́ıćı proměnná pro zaplacené plněńı

⇒ v rozumných p̌ŕıpadech plat́ı λP > 0 a také λI > 0
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Zobecněńı metody MCL Úvod

Praktické výpočty odhadů

V článku použita metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (MNČ)
Vysvětluj́ıćı schopnost modelu v praxi sṕı̌se ńızká (p̌redevš́ım pro
celkový závazek)
Bude diskutována souvislost tohoto faktu s interpretaćı kauzality mezi
plněńım a závazkem
Ukázka nejlepš́ıch źıskaných výsledk̊u:
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Zobecněńı metody MCL Robustńı regrese

Aplikace robustńı regrese

Robustńı metody méně citlivé na odlehlá pozorováńı
Snaha naj́ıt data, která se ”nechovaj́ı” v souladu s modelem
Aplikace r̊uzných metod
Na p̌ŕıklad Huber, Bi square,

Odlehlým pozorováńım se dává nižš́ı váha
Nejmenš́ı useknuté čtverce (LTS)

Model je tvǒren pouze z části dat a zbytek je vyloučen

Ukázka silného vlivu odlehlých pozorováńı
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Zobecněńı metody MCL Robustńı regrese

Metoda LTS

LTS odhad β̂LTS = arg minβ∈Rp+1

∑h
i=1 r2

[i ](β)

r2
[i ](β) označuje i-tou nejmenš́ı hodnotu mezi r2

1 (β), . . . , r2
n (β)

ri (β) = yi − x
′
i β residua z MNČ

usekávaćı konstanta h
n
2 < h ≤ n

Nap̌r. volba h = 0, 6 · n and h = 0, 75 · n

Výpočetńı algoritmus LTS

1 Náhodně vybereme h pozorováńı a ně aplikujeme regresi MNČ

2 Spoč́ıtáme residua źıskaného modelu všech pozorováńı a vybereme h
s nejmenš́ımi absolutńımu hodnotami residúı

3 Pro nově vybraných h pozorováńı aplikujeme MNČ znovu. Otázka:
Poklesl RSS tato nová data?

odpověď ano ⇒ jedeme do bodu 2
odpověď ne ⇒ konč́ıme se źıskaným modelem
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Zobecněńı metody MCL Robustńı regrese

Ukázka výsledk̊u na reálných datech

Odhady λ̂P a λ̂I se mezi modely lǐśı poměrně výrazně

Nebyl pozorován výrazný dopad na hodnoty p̌redpověd́ı

Aplikace na reálná data
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Zobecněńı metody MCL Robustńı regrese

Teoretické odvozeńı

Elasticita MCL rezervy = citlivost hodnoty na změnu
odhadu parametru λ̂.

Vyjdeme ze základńıho modelu

̂
f P,MCL
i ,k (λ̂P) = f̂ P,SCL

k + λ̂P
σ̂P

k

ρ̂P
k

·

 Ŷ I
i ,k

Ŷ P
i ,k

− q̂−1
k


Funkce je lineárńı ⇒

̂
f P,MCL
i ,k (λ̂P) = f̂ P,SCL

k + λ̂P · ̂
f P,MCL
i ,k

′
(λ̂P)

Derivaci vývojových faktor̊u můžeme p̌repsat

̂
f P,MCL
i ,k

′
(λ̂P) =

σ̂P
k

ρ̂P
k

·

 Ŷ I
i ,k

Ŷ P
i ,k

− q̂−1
k


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Zobecněńı metody MCL Robustńı regrese

Pokračováńı teoretického odvozeńı

Dopady na elasticitu projekćı v závislosti na λ̂.

Základńı vztah: Ŷ P
i ,n = Y P

i ,a(i) ·
∏n−1

j=a(i) f̂ P
i ,j

Přeuspǒrádáńı vývojových faktor̊u

(Y P
i ,n)

′
=

n−1∑
j=a(i)

Y P
i ,a(i)

f̂ P
i ,j

· (̂f P
i ,j )

′ · f̂ P
i ,a(i) . . . f̂ P

i ,n−1 = Ŷ P
i ,n

n−1∑
j=a(i)

(f̂ P
i ,j )

′

f̂ P
i ,j

⇒
(Y P

i ,n)
′

Ŷ P
i ,n

=
1

λ̂P
·

 n−1∑
j=a(i)

(1−
f̂ P
j

f̂ P
i ,j

)


Závěrečný výsledek

E(Q−1
i ,k ) = q̂k

−1 ⇒ E
(

f̂ P
i ,k

′
)

= 0
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Zobecněńı metody MCL Robustńı regrese

Závěry a shrnut́ı k elasticitě MCL rezervy

Užit́ı vztahu E
(

f̂ P
i ,k

′
)

= 0

⇒ (Y P
i,n)

′

Ŷ P
i,n

= 1

λ̂P
·
∑n−1

j=a(i)(
f̂ P
j

′

f̂ P
i,j

)

Plat́ı E
(

(Y P
i,n)

′

Ŷ P
i,n

)
= 0

Podobně také E
(

(Y I
i,n)

′

Ŷ I
i,n

)
= 0

Interpretace

Systematická závislot rezervy na λ neexistuje

Potvrzuje původńı numerické výsledky

Obt́ıžné ř́ıct, který bodový odhad rezervy je správný

⇒ Výpočet bezpečnostńı p̌rirážky nutný
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Zobecněńı metody MCL Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

variabilita MCL

MCL uvád́ı sťredńı hodnotu E
(

Y P
i,s+1

Y P
i,s

|Bi (s)

)
Vztah pro variabilitu Var

(
Y P

i,s+1

Y P
i,s

|Bi (s)

)
=?

Postup odvozeńı

Zač́ıná se podkladovou regreśı MCL

Res
(

Y P
i,s+1

Y P
i,s

|Y P
i (s)

)
= λPRes

(
Y I

i,s

Y P
i,s

|Y P
i (s)

)
+ εi ,s

Vlastnosti residúı E(εi ,s |Bi (s)) = 0 a var(εi ,s |Bi (s)) = σ2
R

Úprava vztahu

var

(
Res

(
Y P

i ,s+1

Y P
i ,s

|Y P
i (s)

)
|Bi (s)

)
= σ2

R

Res2
(

Y I
i,s

Y P
i,s

|Y P
i (s)

)
∑

i

∑
s Res2

(
Y I

i,s

Y P
i,s

|Y P
i (s)

)
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Zobecněńı metody MCL Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

Variabilita MCL - závěr odvozeńı

Použijeme vztah

var

(
Res

(
Y P

i ,s+1

Y P
i ,s

|Y P
i (s)

)
|Bi (s)

)
=

var(Y P
i ,s+1/Y P

i ,s |Bi (s))

σP2
s /Y P

i ,s

Jestliže spoj́ıme oba vztahy a p̌ripomeneme Mack̊uv model

Var

(
Y P

i ,s+1

Y P
i ,s

|Y P
i (s)

)
=

(σP
i )2

Y P
i ,s

⇒

Vztah pro variabilitu MCL

může být uvedena jako zobecněńı Mackova p̌ŕıstupu

Var

(
Y P

i ,s+1

Y P
i ,s

|Bi (s)

)
= var(λ̂P)σ2

(
Y P

i ,s+1

Y P
i ,s

|Y P
i (s)

)
Res2

(
Y I

i ,s

Y P
i ,s

|Y P
i (s)

)
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Zobecněńı metody MCL Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

Aplikace na výpočet sťredńı kvadratické chyby (MSE)

Obdobně pro celkový závazek

Var

(
Y I

i ,s+1

Y I
i ,s

|Bi (s)

)
= var(λ̂I )σ2

(
Y I

i ,s+1

Y I
i ,s

|Y I
i (s)

)
Res2

(
Y P

i ,s

Y I
i ,s

|Y I
i (s)

)
⇒ Aplikace na MCL

mse(R̂i ) = Ŷ 2
i ,n

N∑
k=n−i

σ̂2
k

f̂k
2

(
1

Ŷi ,k

+
1∑n−k

i=1 Yi ,k

)
nahrazeńı neznámých parametr̊u jejich odhady

̂
σP,MCL

i ,s
2 = var(λ̂P) · σ̂P,SCL

s
2 ·

̂
Res2

(
Y I

i ,s

Y P
i ,s

|Yi (s))

)
Informace z obou trojúhelńık̊u vede k výraznému poklesu variability

Viz následuj́ıćı ukázka
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Zobecněńı metody MCL Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

Aplikace na reálná data

Srovnáńı MSE mezi MCL a SCL
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Zobecněńı metody MCL Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

MSE graph

⇒ MSE je významně nižš́ı v modelu MCL
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Mnohorozměrný model MCL
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Př́ıstup K. Schmidta

Sloupcový vektor
Yi ,j = (Y 1

i ,j , . . . ,Y
K
i ,j )

′

celkový objem škod nastalých v obdob́ı i a známých po j obdob́ıch po
svém vzniku

Analyzuje se najednou K pojistných odvětv́ıch

Použité označeńı Υi ,j = diag(Yi,j). Odtud také Yi,j = Υi ,j1

Jednorozměrný p̌ŕıpad

Yi ,j+1 = Yi ,j · Fi ,j

Mnohorozměrné rozš́ı̌reńı

Yi ,j+1 = Υi ,j · Fi ,j

Fi ,j = (F 1
i ,j , . . . ,F

K
i ,j )

′
zobecněńı individuálńıho pod́ılu
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Stochastické p̌redpoklady mnohorozměrných metod

Podḿıněná sťredńı hodnota
Existuje K-rozměrný faktor nezávislý na roku vzniku, že plat́ı

E (Yi,j+1|Yi (j)) = Υi,j · fj

Podḿıněný rozptyl a nezávislot obdob́ı vzniku
Existuje matice Σj tak, že

Cov(Yi1,j+1,Yi2,j+1|Yi1(j),Yi2(j)) = Υ
1/2
i,j ΣjΥ

1/2
i,j

jestliže i = i1 = i2 a také

Cov(Yi1,j+1,Yi2,j+1|Yi1(j),Yi2(j)) = 0

jinak

Důsledek

E (Fi,j |Yi (j)) = fj

Cov(Fi1,j+1,Fi2,j+1|Yi1(j),Yi2(j)) = Υ
−1/2
i,j ΣjΥ

−1/2
i,j ,
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Odhady parametr̊u v mnohorozměrném p̌ŕıpadě

Analogie s jednorozměrným p̌ŕıpadem
odhad fj se uvažuje ve tvaru f̂j =

∑n−j−1
i=0 wiFi,j

nestranný jestliže
∑n−j−1

i=0 wi = 1
minimalizuje kvadratickou odchylku, jestliže

wi =
Yi,j∑n−j−1

i=0 Yi,j

Mnohorozměrný p̌ŕıpad

Odhad fj se uvažuje jako f̂j =
∑n−j−1

i=0 WiFi ,j

Nestranný jestliže
∑n−j−1

i=0 Wi = I

Součet čtverc̊u je minimálńı, jestliže

f̂j =

(
n−j−1∑
i=0

Υ
1/2
i ,j Σ−1

j Υ
1/2
i ,j

)
n−j−1∑
i=0

Υ
1/2
i ,j Σ−1

j Υ
1/2
i ,j Fi ,j
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Princip odhadu rozptylové matice

Důležité pro praktické použit́ı

Navrhuje se ve standardńı podobě

Σ̂j =
1

n − j − 1

n−j−1∑
i=0

(
Υ

1/2
i ,j

(
F̂i ,j − f̂j

))
·
(
Υ

1/2
i ,j

(
F̂i ,j − f̂j

))′
Praktická limitace: Σ̂j neńı dob̌re definováno jestliže
j ≥ n − k

Omezené použit́ı v praxi
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Př́ıstup E. Kremera

Mnohorozměrný model

Yi ,j+1 = Yi ,j .fj + εi ,j i = 0, . . . , n

E(εi ,j |·) = 0 var(εi ,j |·) = σ2
j .Yi ,j .

⇒ plat́ı pro všechna j

Y k
i ,j+1 = Y k

i ,j .f
k
j + εk

i ,j i = 0, . . . , n k = 1, . . . ,K

Standardńı linearńı model se p̌redpokládá ∀K analyzovaných run-off
trojúhelńık̊u

Nav́ıc cov(εk1
i ,j , ε

k2
i ,j |·) = C k1,k2

i ·
√

Y k1
i ,j ·

√
Y k2

i ,j a var(εk
i ,j |·) = (σk

j )2.

Jestliže i1 6= i2 nebo j1 6= j2 potom se residua p̌redpokládaj́ı
nekorelovaná cov(εk1

i1,j1, ε
k2
i2,j2|·) = 0
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Poznámky k modelu

Vedle odhadu sťredńı hodnoty zdůrazňuje také
odhady rozptylové matice

Aitkenův odhad fj

Problém časové náročnosti výpočtu inverzńı
matice Ψ̂−1

Vhodněǰśı pro mnohorozměrné rozš́ı̌reńı MCL
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Mnohorozměrný model MCL Existuj́ıćı mnohorozměrná rozš́ı̌reńı SCL

Výpočetńı algoritmus - odhady parametr̊u modelu

1 Výpočet odhadů f k
j odděleně pro každé pojistné odvětv́ı

2 Odhad variability odpov́ıdaj́ıćı odhadu vývojových faktor̊u se odvod́ı
standardńım vztahem

σ̂2,k
j =

∑n−j−1
i=1 (Y k

i ,j+1 − f̂ k
j Y k

i ,j)
2∑n−j−1

i=1 Yi ,j

a také odhad kovarianćı

Ĉ k1,k2
i =

∑n−j−1
i=1 (Y k1

i ,j+1 − f̂ k1
j Y k1

i ,j )(Y k2
i ,j+1 − f̂ k2

j Y k2
i ,j )∑n−j−1

i=1

√
Y k1

i ,j

√
Y k2

i ,j

3 ”Zlepšeńı” odhadů fj
l+1 na základě inversńı matice σ̂2,k

j

l

a Ĉ k1,k2
i

l .

4 Opakováńı postupu dokud odhady nekonverguj́ı
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Mnohorozměrný model MCL Návrh modelu mnohorozměrného MCL

Návrh mnohorozměrného rozš́ı̌reńı MCL (MMCL)

Př́ıstup E. Kremera shledán vhodněǰśı pro MMCL

Lineárńı model s parametry λP a λI

Vektor parametr̊u (λP,1, . . . , λP,K ) se odhaduje najednou

Předpokládá se, že p̌redpoklady MCL plat́ı pro
všechna portfolia k = 1, . . . ,K

Res

(
Y P,k

i ,s+1

Y P,k
i ,s

|Yi (s)
P,k |Bi (s)

k

)
= λP,k ·Res((Qk

i ,s)
−1|Yi (s)

P)+
(
εk
i ,j |Yi (s)

P,k
)

Jednorozměrný p̌ŕıpad E(εi ,j |·) = 0 and var(εi ,j |·) = σ2
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Mnohorozměrný model MCL Návrh modelu mnohorozměrného MCL

Návrh mnohorozměrného rozš́ı̌reńı MCL (MMCL)

Mnohorozměrné stochastické p̌redpoklady

cov(εk1
i1,j1, ε

k2
i2,j2|·) = 0

jestliže i1 6= i2 a
cov(εk1

i ,j1, ε
k2
i ,j2|·) = 0

jestliže j1 6= j2
V p̌ŕıpadě shody roku vzniku a vývoje v obou p̌ŕıpadech

cov(εk1
i ,j , ε

k2
i ,j |·) = σk1,k2

Obecná specifikace modelu
YP,1

YP,2

...
YP,K

 =


XP,1

XP,2

. . .

XP,K

 .


β1

β2
...

βK

+


εP,1

εP,2

...
εP,K


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Mnohorozměrný model MCL Návrh modelu mnohorozměrného MCL

Proměnné mnohorozměrného modelu

Vysvětlovaná a vysvětluj́ıćı proměnné

YP,k =



Res
(

Y P,k
0,1

Y P,k
0,0

|·
)

Res
(

Y P,k
0,2

Y P,k
0,0

|·
)

...

Res
(

Y P,k
n−1,1

Y P,k
n−1,0

|·
)


XP,k =



Res
(

Y I ,k
0,0

Y P,k
0,0

|·
)

Res
(

Y I ,k
0,1

Y P,k
0,1

|·
)

...

Res
(

Y I ,k
n−1,0

Y P,k
n−1,0

|·
)


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Mnohorozměrný model MCL Návrh modelu mnohorozměrného MCL

Výpočetńı alogoritmus MMCL

1 źıskáme odhady metodou MNČ jako v jednorozměrném p̌ŕıpadě

λ̂P,k = bk = (XP,k ′ · XP,k)−1XP,k ′YP,k

2 Matice Σ se odhadne užit́ım vztahu

σ̂k1,k2 =
ε̂.,k1ε̂.,k2

n · (n − 1)/2

ε̂.,k1 vektor MNČ vypočtených residúı k1-tého modelu.
3 Odhad p̌ri nestejném rozptylu β = λP se odvod́ı z

β = (Z
′
Ψ̂−1Z )−1Z

′
Ψ̂−1YP Ψ̂ = Σ̂

⊗
I a Z je blokově diagonálńı

matice XP,k , proto Z = diag(XP,1, . . . ,XP,K ).

Poznámky

Počátečńı odhad je nahrazen odhadem źıskaným ve 3. kroku.

Opakováńı postupu

Konč́ıme, jestliže parametry konverguj́ı
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Mnohorozměrný model MCL Jiné p̌ŕıstupy jako modelovat závislosti plněńı a závazku

Návrhy modelováńı

Odlǐsná myšlenka k p̌redpovědi celkového závazku
Může také fungovat pro dostatečně nevyvinuté trojúhelńıky (tail
factor)
Definujeme Pi ,j ≡ Y P

i ,j a Ii ,j ≡ Y I
i ,j

Př́ır̊ustky plněńı v obdob́ı i + j se znač́ı Pd
i ,j = Pi ,j − Pi ,j−1

Up̌resněńı modelu

vyplacené plněńı v následuj́ıćı obdob́ı se vysvětluje hodnotou rezervy v
současnosti Ri ,j = Ii ,j − Pi ,j

lineárńı p̌redpověď

Pd
i ,j+1 = αjRi ,j + εA

i ,j , var(εA
i ,j) = σ2

ARi ,j

respekutuje myšlenku MCL, že v p̌ŕıpadě vyš̌śı rezervy lze očekávat
nár̊ust plněńı

odhad R̂i ,j je nutný pro odhad P̂d
i ,j i + j > n
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Mnohorozměrný model MCL Jiné p̌ŕıstupy jako modelovat závislosti plněńı a závazku

Modely vývoje rezervy

Jednoduchý model vývoje rezervy

Ri ,j+1 = βjRi ,j + εB
i ,j , var(εB

i ,j) = σ2
BRi ,j

Připoḿıná SCL

Dále ale plat́ı Ri ,j+1 = Ri ,j − Pd
i ,j+1 + RT

i ,j+1 − RR
i ,j+1

RT
i ,j+1 označuje tvorbu rezervy (v p̌ŕıpadě registrace daľśıch nárok̊u) a

RR
i ,j+1 ukazuje rozpuštěńı rezervy po p̌rehodnoceńı některých závazk̊u

Model vývoje

RT
i ,j − RR

i ,j = γjRi ,j + εC
i ,j , var(εC

i ,j) = σ2
CRi ,j

Odvozeno ze vztahu Ri ,j+1 = Ri ,j − Pd
i ,j+1 + RT

i ,j+1 − RR
i ,j+1 =

Ri ,j − αjRi ,j + RT
i ,j+1 − RR

i ,j+1 + εA
i ,j = βjRi ,j + εB

i ,j ⇒ βj + αj − 1 = γj

a také εC
i ,j = εA

i ,j + εB
i ,j
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Mnohorozměrný model MCL Jiné p̌ŕıstupy jako modelovat závislosti plněńı a závazku

Př́ıčinná souvislost mezi plněńım a závazkem

Pro plněńı Pi ,j+1 = Pi ,j + Pd
i ,j

Existuj́ı 2 standardńı modely pro vyplacené plněńı
1 Standard Chain Ladder: Pi,j+1 = fj · Pi,j + εi,j

2 Alternativńı model I: Pi,j+1 = Pi,j + αjRi,j + εi,j · Pi,j

Kombinace obou p̌ŕıstupů(
Pi ,j+1

Ri ,j+1

)
=

(
fj αj

δj βj

)
.

(
Pi ,j

Ri ,j

)
+

(
εP
i ,j

εR
i ,j

)
2 jednoduché modely se daj́ı chápat jako speciálńı
p̌ŕıpady

αj = 0 ⇒ źıskáme SCL model
fj = 1 ⇒ źıskáme ”alternativńı” model 1

Můžeme očekávat δj = 0 jestliže vyplacené plněńı
neposkytuje informace pro budoućı vývoj rezervy
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Mnohorozměrný model MCL Jiné p̌ŕıstupy jako modelovat závislosti plněńı a závazku

Odhady parameter̊u

Na základě model̊u vektorové autoregrese

Π̂j =

[
n−j∑
i=1

YiX
′
i

][
n−j∑
i=1

XiX
′
i

]−1

Označeńı

Yi ≡
(

Pi ,j+1

Ri ,j+1

)
,Πj ≡

(
fj αj

δj βj

)
,Xi ≡

(
Pi ,j

Ri ,j

)
,Σ ≡ Var

(
εP
i ,j

εR
i ,j

)
Odhad rozptylové matice

Σ̂ =
1

n − j − 1

∑
ε̂i .ε̂

′
i

kde ε̂i = Yi − Π̂
′
Xi
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Zobecněńı Schnieperova modelu
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2 Zobecněńı metody MCL
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Zobecněńı Schnieperova modelu

Použité označeńı

Alternativa p̌repisu vývoje celkového závazku

Ii ,j = Ii ,j−1 − Di ,j + Ni ,j

Odpov́ıdá situaci z p̌redchoźıho návrhu, kdy

Ni ,j = RT
i ,j , Di ,j = RR

i ,j

Interpretace
1 Ni,j nově registrované nároky
2 Di,j pozitivńı vývoj ďŕıve registrovaných nárok̊u
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Zobecněńı Schnieperova modelu

Předpoklady modelu

sťredńı hodnota
E(Ni ,j |Ii ,j−1) = Eiλj

E(Di ,j |Ii ,j−1) = Ii ,j−1δj

Ei je p̌redpokládáno známé, vhodný objem rizika

rozptyl
var(Ni ,j |Ii ,j−1) = Eiσ

2
j

var(Di ,j |Ii ,j−1) = Yi ,j−1τ
2
j

⇒ neuvažuj́ı se daľśı p̌redpoklady o rozděleńı

nezávislost řádk̊u
(Ni ,j ,Di ,j)

se p̌redpokládaj́ı pro r̊uzná obdob́ı vzniku nezávislá
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Zobecněńı Schnieperova modelu

Standardńı odhady parametr̊u

Připoḿıná odhady vývojových faktor̊u

λ̂j =

∑n+1−j
i=1 Ni ,j∑n+1−j
i=1 Ei

∀j

δ̂j =

∑n+1−j
i=1 Di ,j∑n+1−j

i=1 Ii ,j−1

∀j

σ̂2
j =

1

n − j

n−j+1∑
i=1

1

Ei

(
Ni ,j − λ̂jEi

)2
∀j

τ̂2
j =

1

n − j

n−j+1∑
i=1

1

Ii ,j−1

(
Di ,j − δ̂j Ii ,j−1

)2
∀j
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Zobecněńı Schnieperova modelu

Odhady projekćı - rekurzivńı odvozeńı

vycháźı se ze základńı formule modelu
Ii ,j = Ii ,j−1 − Di ,j + Ni ,j

predikce o 1 krok dop̌redu

Î2,n = E(I2,n|I2,n−1) = E(I2,n−1 − D2,n + N2,n|I2,n−1)

= I2,n−1 + λnE2 = I2,n−1(1− δn) + λnE2

podobně predikce o 2 kroky

X̂3,n = X3,n−2(1− δn−1)(1− δn) + E3(1− δn)λn−1 + E3λn

Lze zobecnit pro daľśı obdob́ı vzniku
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Zobecněńı Schnieperova modelu

Rozš́ı̌reńı na stochastický model

Autorka uvažuje následovně(
Ni ,j

Ei
|Ii ,j−1

)
∼ N

(
λj ,

σ2
j

Ei

)

a také (
Di ,j

Ii ,j−1
|Ii ,j−1

)
∼ N

(
δj ,

τ2
j

Ii ,j−1

)
Pak vycházej́ı stejné odhady rozptyl̊u jako u
původńıho Schnieperova modelu
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Zobecněńı Schnieperova modelu

Rozděleńı projekćı

Rozptyl procesu se odvodil

var(Ii ,j+t |Ii ,j) = (1− δ2
j+t)var(Ii ,j+t−1|Ii ,j)+ τ2

j+tE(Ij+t−1|Ii ,j)+Eiσ
2
j+t

Chyba odhadů vycháźı

var(Ii ,j+t) = Î 2
i ,j+t−1var(δ̂j+t) + (1− δj+t)

2var(̂Ii ,j+t−1) +

+ var(δ̂j+t)var(̂Ii ,j+t−1) + E 2
i var(λ̂j+t)(1)

Sťredńı čtverová chyba celé rezervy

MSE (R̂|·) = Var(R|·) + Var(R̂|·) =
n∑

i=1

Var(Ii ,n|Ii ,j +
n∑

i=1

var(̂Ii ,n) +

+ 2
∑n−1

t=1

∑n
s=t cov(̂It,n, Îs,n(2)

Aletrnativně autorka uvažuje také simulace
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Zobecněńı Schnieperova modelu
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Zobecněńı Schnieperova modelu
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Přidáńı výpočtu MSE do modelu MCL

3 Mnohorozměrný model MCL
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5 Informace o p̌ŕı̌st́ı ASTIN konferenci
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Informace o p̌ŕı̌st́ı ASTIN konferenci

Manchester 2008

13. až 16. července 2008
http://www.actuaries.org/ASTIN2008
Témata p̌ŕıspěvk̊u

1 Solvency II a IFRS
2 Risk Management
3 Nar̊ustaj́ıćı rizika (klimatické změny, terrorismus,

p̌ŕırodńı katastrofy)
4 Profese aktuára (komunikováńı a interpretace

rizika a nejistoty, statistiky, software)
Terḿın k zasláńı p̌ŕıspěvk̊u do 28.2.2008
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Informace o p̌ŕı̌st́ı ASTIN konferenci

Děkuji Vám za pozornost
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