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Kumulativni trojuhelnik

Sloupce reprezentuji zpozdéni v nahlaseni skody
j=0,.. n-1 vyvojove roky
Radky reprezentuji rok vzniku $kody
i=1,..n vznikové roky
Prvky trojuhelniku X; ; reprezentuji
celkovy uhrn vysi Skod vzniklych v roce i
a nahlasenych do roku i+j
Vyvoj skod je ukoncen po n letech
Xin-1= Xjeo
Typy trojuhelniku
Vyplatni — vysi skody rozumime plnéni
Incurred — vysi Skody rozumime plnéni a RBNS rezervu
Cilem metod rezervovani je doplnit trojuhelnik na Ctverec

Tvorba IBNR rezervy

&
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Posouzeni dat

Malé trojuhelniky

n=2,..5=> nadale budeme uvazovatn > 5
Déravé trojuhelniky

Néktere prvky X; ; jsou nulove

Ukonceny vyvoj trojuhelniku
&

Diagonalni efekty fooperativa
Inflace
Legislativni zmény

Odlehla pozorovani

Pro vypocet IBNR rezervy je mozné ocistovat data o odlehld
pozorovani — jedna se o skodu, ktera je odlehla bud ve smyslu
vyse skody, nebo jejim umisténim v trojuhelniku, a ktera svym
dopadem poskozuje vypovidajici hodnotu rezervy
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Predpoklady metody chain-ladder

Dle Mack (1993) povazujeme X;; za nahodné veliciny, kde zname
jejich realizace pro i+j < n, a predpokladame 3 vlastnosti:
Nezavislost rokl vzniku
(Xio - Xipata X o ..., X;, 1/ JSOU VZAjeMNeE nezavisle iz)

Umérnost sloupcli kumulativniho trojuhelniku ]
&n

Kooperativa

Existuji b, ..., b, , > 0 takove, ze proi=1,..,naj=0,.., n-1 plati R
E[X/,j+1 |Xl,0’ Yy XI;_/] = Xl,jbf

Za platnosti 1. a 2. predpokladu Ize odvodit nestranny odhad
parametru b, proj =0, ..., n-2 vztahem
Yici  Xiji1

n—j—1
i-1  Xij

B]‘:

|10



Predpoklady metody chain-ladder

Predpoklad o tvaru rozptylu
Existuji o,, ..., 0, ; > 0 takové, ze
proi=1,..,naj=0,..,n-1plati

var(X; ;.1 X0, -, Xj1 = X;; 077

Za platnosti 1., 2. a 3. predpokladu je nestranny odhad
parametrd sz proj=0, ..., n-2 dan vztahem

| 11
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BéZzna linearni regrese

Dle Andél (2002) je bézny linearni regresni model popsan
nasledovné:
Méjme nahodné veliCiny Y¢,, ..., Y*, a matici danych Cisel
X = (x;;) typu n x k, kde k < n.
Necht pro nahodny vektor Y¥* = (Y5, ..., Y5,) ‘plati ¥* = Xb* + €, kde o
b* = (b°, ..., b% ;) je vektor neznamych parametrd Kpi
€= (g, ..., €,)je ndhodny vektor splfiujici Ee = 0 a Vare = ¢?l
o > 0 je neznamy parametr
Pozaduje se, aby matice X méla linearné nezavislé sloupce
XX je regularni matice typu k x k
Bézny linearni regresni model znacime
Y5~ (Xbs, 6°l)

| 14



Plati EY* = Xb° a VarY* = 0%/

Hledame-li odhady bs= (bs,, ..., b5, ;) parametrl bS,, ..., b5, .,
pak metodou nejmensich ¢tvercl ziskdme nestranny odhad
bs = (X X)XYs

Vektor Ys= X bs zna&i nejlepsi aproximaci vektoru Y*

Vektor (Y° - Y*) nazyvame vektorem rezidui a rezidualni soucet
Ctvercl znacime &

Kooperativa
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

S5 = (Ys - Ys) (Ys - ?s) SO
Nestrannym odhadem parametru o2 je ndhodna velic¢ina

1

n—k SSE

Za predpokladu, Ze € ~ N(0, ¢?l), plati
Ys ~ N(XbS, o2l)

bs ~ N(bs, a?(X X))

G652 =

| 15
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Zobecnéna linearni regrese (Aitkenuv model)

Zobecnény (Aitkenuav) linedrni regresni model budeme znacit
Y~ (Xb, 0°W-)
W je pozitivné definitni matice konstant
Plati EY = Xb a VarY = o?W"!
W pozitivné definitni => existuje reguldrni C: C'C =W N

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

Oznadéime X" =CX a Y = CY. VyuzZijeme-li = CW-IC’, pak Y*
vyhovuje béznému linearnimu modelu

Y* ~ (CXb, 02CW-IC’) = (X'b, 02l)
Rezidualni soucet Ctvercl lze zapsat ve tvaru
Se=Y*-Y*2=|cY-CP|2=(Y-Y) W(Y-Y)

| 18



Pro parametry b, ..., b, ; ziskame zobecnénou metodou
nejmensich ¢tvercd nestranny odhad b = (b, ..., b, ;)"

b = (X WX)1X WY Aitken(iv odhad
Odhad Y stiedni hodnoty EY je
Y = Xb = X(X WX)1X ' WY &

Kooperativa
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Nestrannym odhadem parametru o2 je ndhodna veli¢ina

~ 1
62=—3,
n—k

Pro nékteré typy matice lze vypocet statistik zjednodusit
Uvazujme diagonalni matici
W = (W,-,j) =0proi#j

119



Specialni pripad: diagonalni matice W

Rezidualni soucet Ctvercu lze zjednodusit na
n k-1

n
A~ 2 ~
= z wii(Y; = Y) = Z Wil Yi— ) xijbj
i=1 ' '

=1 ]

Il
o

Odhad metodou vdzenych nejmensich ¢tvercu je proj =0, ..., k-1 &

n Kooperativa
B _ Zi:l Wl’llel,J Vlzr;NAlTisuntAnc:G jjjj
JTYn e 2
Zi=1 Wi i Xi j

Pro odhad rozptylu pak plati

T
[y

"2

n
1 "
o= n—kzwi’i(yi _Yi)z -
i=1

| | —
=~
1N
-
S
=<

.
Il
o
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Prevedeni metody chain-ladder na ulohu linearni
regrese

Dle Barnett & Zehnwirth (2000) definujme
X = (x(l),...,x(n—j—l))' R
y= (y@,...y(n—j-1)"

X— 1Y
Pak proj=1, ..., n-3pevné znaci
x(i),i=1,..,n-j-1, kumulativni ya &

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

uhrny skod ve vyvojovém
roce j a roce vzniku i
y(i) odpovidaji kumulativni
uhrny skod ve vyvojovém roce j + 1 a roce vzniku i
V obvyklém znaceni je tedy
X=(Xpp s Xpjgi)
y= (Xl,j+11 ves Xn-j-l,j+1) ’

| 23



Graf zavislosti kumulativnich skod na
predchozim vyvojovém roce

Vykreslime graf zavislosti y na x

Pomér y(i) / x(i) udava sklon primky prochdzejici poc¢atkem a
bodem [x(i), y(i)], tj. kazdy pomér y(i) / x(i) udava trend

K hledani primérného trendu pro vSechnai=1,..,n-j-1

pouzijeme linearni regresi
. . . y t ren d Koo;-?}ativa
y(i) = b x(i) + &(i), R
kde Var[e(i)] = o2 x(i)®
Parametr b reprezentuje sklon ,nejlep$i“ ‘ v(®)
" (e w — X
primky prochazejici pocatkem O

a body [x(i), y(i)], provsechnai=1,..,n-j-1
Rozptyl y(i) okolo pfimky prochazejici pocatkem zavisi na x(i)
prostiednictvim funkce x(i), kde 6 je vazici parametr

Proj=n -2 odhadneme sklon b jako b= y(i) / x(i)

| 24



Zpét k Aitkenové modelu

Y~ (Xb, 0°W)
Xje maticetypunxk, k<n
b je vektor o k prvcich
W je matice typunxn
Konkrétné pro pevné j:
X je sloupec vyvojového trojuhelniku,
tedytypu(n-j-1)x1,kdel<n-j-1
b je jeden prvek (b))
W je diagonalni matice, kde

N—=6 i
W= (wix) = {x((l))i e

| 25
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Odhady parametru b

Do Aitkenova odhadu
n
DiciWiiYix;
n 2
i=1 Wi,i Xi,j

bj=

dosadime za vahy w,

~1
Z"_ I @8y ()
—1 _
S Tt ()
Pro 6 = 0 dostaneme odhad pomoci bézné linearni regrese

1
B Z? 1] X Xl]+1

J 1
S
Pro 6 = 1 dostaneme odhad metodou chain-ladder

n—j—1
Yici Xij+1

n—j—1
Zio1  Xij

b =

Bj:

| 26
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Odhady parametru b a o

Pro 6 = 2 dostaneme arltmetlcky prumer
—j—

5. — z Xij+1
7 n-— ]—1

=1
Do odhadu rozptylu z Aitkenova modelu

k-1 &

Kooperativa
~ Y | Vicuwansurance Grour
W L] x b Pro Zivot jaky je
L,i l i,jY
n—k z z

=0

dosadime 6 = 1 do vahy w;; = 1/X;; pro pevne j

—j— 2
~ 2 ,j+1 ~
Cry z ( bj)

=1

| 27



Tvar matice C z Aitkenova modelu

Najdeme matici C, aby platilo C'C=W
Pro pevne j hledame odmocninovou matici C,
Pro 6 =1 mame:

1
0
X1 X1,j+1 VX1,j
X = : Y = : C= : : Kooperatia
1 Pro Zivot jaky je

N Xn—j—l,j/

Xn-j-1,j Xn-j-1,j+1 \ 0

Vektory CX a CY jsou pak

T T
X — ( X1,j Xn—j-1,j ) CY = <X1,j+1 Xn—j—l,j+1>

VX1 Xnmjo1 N RN oy

| 28
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Testovani predpokladu

Pro vSechnaj =0, ..., n-1 si upravime vyvojovy trojuhelnik tak,
aby pro jednotlivé sloupce trojuhelniku platilo X* = CX

i/i 0 .. j+1 .. n-—1
1 X1,0 X1,j+1 X1n-1
V X1,0 VX1 j+1 VX1n-1
; Xi 0 Xij+1
Xi 0 VXij+1
Xn,O
Xn,O

Pro nasledujici kroky budeme uvazovat vyse popsany
trojuhelnik

| 31
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Umérnost sloupcu

Vykreslime graf zavislosti y na x a sledujeme, zda regresni
primka prochazi pocatkem.

V linearni regresi bez absolutniho Clenu, kde odhad parametru
b odpovida chain-ladder odhadu, budeme testovat vyznamnost ]
koeficientu na dané hladiné. Pozadujeme, aby koeficient byl Kooperativa

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

Vy,Z n a m n y, . Pro Zivot jaky je

Uvazujeme obvyklé hladiny
o =0,05, nebo a =0,01
Pozadujeme, aby b byl vyznamny,

tj. p-value, < a

| 32



Umérnost sloupcu

V linearni regresi s absolutnim clenem testujeme na dané
hladiné vyznamnost absolutniho ¢lenu. Jeho vyznamnost ve
vice obdobich muze svédcit o vychyleni vysledného odhadu
rezerv, viz Murphy (1993).

Regresni model ma pro pevnéjai=1, .., n-j-1, tvar

y(i) = a + b x(i) + &(i) i
V Aitkenové modelu je pak nevazena matice X tvaru
1 X1
X=|: 5
1 Xn-j-1j) y

Pozadujeme, aby a byl nevyznamny, /

tj. p-value, > a -

|33



Tvar rozptylu

Vykreslime graf, kde na vodorovné ose vyznacime predikované
hodnoty a na svislé ose odpovidajici hodnoty
standardizovanych rezidui.

Pripadny trend je testovan pomoci linearni regrese. Neni-li
v grafu pozorovatelny trend, muzeme predpoklad o tvaru
rozptylu povazovat za splnény. &

Kooperativa
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Pozadujeme, aby trend byl nevyznamny,
tj. p-value > a

| 34



Tvar rozptylu

Standardizovana rezidua by méla priblizné vykazovat
normalitu, tj.
e(1)
o +/x (i)
Lze testovat nékolika zpUsoby, napf.: "
&n

. s 7 v . v 7 s . Kooperativa
Histogram: Porovname pozorované cetnosti s ocekavanymi | - et
cetnostmi pri standardnim normalnim rozdélenim

Shapiro-Wilklv test: Pri nulové hypotéze ma vybér
standardni normalni rozdéleni -

il
Y

~ N(0,1)

Pro Zivot jaky je
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Celkova vhodnost

O celkové vhodnosti metody chain-ladder se presvedcime
analyzou standardizovanych rezidui. Rezidua vykreslime v
grafech dle obdobi vzniku, vyvoje a vyplatniho obdobi
Vyznacime a ¢arou spojime primeéry rezidui v jednotlivych
obdobich

Sledujeme, zda se v prumérech neprojevuje trend

Je-li model vhodné zvolen, pak standardizovana rezidua i jejich
pruméry by mély kmitat ndhodné okolo horizontalni osy

4
3 o ;
+
2 * ¢ °
¢ 0
~
2% N
1TE¥S L ¢ P4
‘2’ :’: ¥ % PR S 3 §
® ..eQ.oxﬁr.ﬂ.Q R
B 2 DS BB R b BoR S e
¢ A\z ¢ heis B 20 25
BE XTI RSN v 2
. L
o®
PR ‘e
L 2 .
. *
-3 *
*, o
¢ | 36
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Problémy

Dle Barnett & Zehnwirth (2000)

Graf zavislosti vazenych standardizovanych rezidui na
predikovanych hodnotach vykazuje trend

Napr. pro klesajici trend graf indikuje, ze roky vzniku, které
maji vysoké kum.ulativrlu' h,od.noty, jsou. na}dhod noceny, | "
naopak roky vzniku s nizkymi kumulativnimi hodnotami Kooperativa
jsou podhodnoceny
Zjistujeme vyznamnost trendu

Absolutni Clen linearni regrese je vyznamny
Pro kolik vyvojovych let a které?
Jak moc je vyznamny?
Moznost jiné ,, pomérové” metody (Cape Cod)

| 37



Problémy

Rezidua nevykazuji normalitu

Rezidua a jejich pruméry vykazuji trend podle rokt vzniku,
vyvoje nebo kalendarnich rokd

Oba vyse popsané problémy mohou vést k velmi Spatnym a
(A7
Kooperativa

odhadim i T

Pro Zivot jaky je

V téchto pripadech se doporucuje prejit na jinou metodu, ktera
analyzuje pfrirastky jednotlivych vyvojovych let, nejlépe pokud
navic zohlednuje diagonalni trend

| 38
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v 7

Incurred trojuhelnik Urazového pojisténi dospélych osob
Data nize jsou zamaskovana

Provedeme prevazeni dat — kazdou hodnotu vydélime jeji
odmocninou
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Umérnost sloupcu

Pro jednotlivé vyvojové roky j =0, ..., n-1 budeme postupné
testovat koeficienty linearni regrese bez absolutniho ¢lenu a

s absolutnim ¢lenem

Zvolime si hladinu vyznamnosti a = 0,01

Linearni regrese bez absolutniho ¢lenu:
Chceme, aby p-value < o

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8
b 201 1,43 1,15 1,05 1,00 100 1,00 1,00 1,00
5 004 002 00l 00l 000 000 000 000 0,00

p-value 2,91E-24 5,96E-26 8,23E-33 2,37E-33 1,29E-45 4,45E-48 4,08E-36 6,70E-42 3,02E-30

Linearni regrese s absolutnim clenem:
Chceme, aby pro absolutni ¢len platilo p-value > a

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b 1,86 1,42 1,14 1,05 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
Op 0,08 0,05 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

p-value_b 2,76E-16 2,42E-18 2,68E-25 3,25E-26 2,43E-38 8,22E-41 6,86E-30 1,93E-35 5,77E-25 1,11E-50

a 868,24 115,01 65,45 -12,66 14,67 3,93 23,02 1,45 31,19 -0,15
04 425,32 351,09 133,16 101,18 16,02 8,18 29,66 8,66 35,68 0,18
p-value_a 55% 74,7% 62,9% 90,2% 37,3% 63,7% 45,0% 86,9% 39,8% 42,2%

9

1,00
0,00
6,81E-58

10

1,00

0,00
1,91E-173
0,00

0,00
10,1%

| 42

&

Kooperativa



20000 20000
y=1,8646x+ 868,24 y=1,4155x+ 115,01’
15000 15000
L 4
10000 10000 *
5000 4 5000
O T T T T 1 O T T T T T 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
& Vyvojowyrok0  ——Linedrni (Vyvojovy rok 0) 4 \Vyvojowyrok1  ——Linearni (Vyvojovy rok 1)
20000 16000
y=1,142x + 65,452 14000 y =1,0506x-12,658 =
15000 12000
10000
10000 8000
6000
5000 4000
2000 /
O T T 1 O / T T 1
0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000
* \Vyvojowy rok 2 Linedrni (Vyvojovy rok 2) + Vyvojovyrok 3 Linedrni (Vyvojovy rok 3)
16000 16000
14000 y =1,0013x+ 14,669 14000 y =1,0007x+ 3,9342
12000 12000
10000 10000
8000 8000
6000 / 6000 /
4000 / 4000 /
2000 2000
O / T T T 1 O / T T T 1
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000

+ Vyvojovy rok 4 Linedrni (Vyvojovy rok 4)

4 Vyvojovyrok 5

—— Linedrni (Vyvojovy rok 5)

&

Kooperativa

VIENNA INSURANCE GROUP

Pro Zivot jaky je




Tvar rozptylu

Vykreslime graf, kde na vodorovné ose vyznacime
predikované hodnoty a na svislé ose odpovidajici hodnoty
standardizovanych rezidui

Pozadujeme, aby trend byl nevyznamny, tj. chceme, aby

p-value, > o

~

b 1,48E-09

Gy 1,07E-09
p-value_b 16,7%
a -1,81E-01

04 1,13E-01

Rezidua dle predikovanych hodnot

y = 1E-09x - 0,1806

I% SMOOOO 1000 I 15000i50é; @» 20000;2;] 250000000

0 h 4
L 4

Qﬁbduwpopwwb

¢ Pred. hodnoty = —— Linedrni (Pred. hodnoty)

&
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Tvar rozptylu — test normality

Standardizovana rezidua by méla priblizné vykazovat
normalitu

Cetnosti vyskyt rozdéleny do 21 intervald
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Histogram std. rezidui S et
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Celkova vhodnost

» Sledujeme, zda rezidua a jejich praméry ndhodné kmitaji

kolem horizontalni osy
» Graf dle rokl vzniku
» Graf dle rokd vyvoje
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Mackova data

Mack 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1981 5012 8269 10907 11 805 13539 16 181 18 009 18 608 18 662 18 834

1982 106 4285 5396 10 666 13782 15599 15 496 16 169 16 704

1983 3410 8992 13 873 16 141 19735 22214 22 863 23 466

1984 5655 11 555 15766 21266 23425 26 083 27 067

1985 1092 9 565 15 836 22 169 25955 26 180

1986 1513 6 445 11702 12 935 15 852

1987 557 4020 10 946 12 314

1988 1351 6947 13112 &
Kooperativa

1989 3 133 5 395 VIENNA INSURANCE Group

1990 2063

j 0 1 2 3] 0 1 2 3
b 3,00 1,62 1,27 1,18 b -3,42 0,44 0,58 0,91
P 1,13 0,14 0,09 0,03 6 1,14 0,73 0,57 0,16

p-value 2,91E-02 6,53E-06 8,13E-06 1,09E-07 p-value_ b 1,98E-02 5,71E-01 3,60E-01 4,77E-03
a 347677,65 104249,13 76906,70 34776,66

0, 56033,52 63190,46 63100,94 20161,56

p-value_a 0,0% 15,0% 27,7% 16,0%
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Rezidua dle predikovanych hodnot
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Predpoklady metody chain-ladder dle T. Macka
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Shrnuti
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Shrnuti

Definice trojuhelniku a pfipomenuti predpokladti metody
chain-ladder
Bézna linearni regrese
Zobecnéna linearni regrese

Specialni diagonalni matice rozptylu o
Prechod z metody chain-ladder na linearni regresi Kpi
Testovani predpokladt

Primka prochazejici pocatkem

Test normality pro standardizovana rezidua

Graf standardizovanych rezidui v zavislosti na roce vzniku,
vyvoje i uctovani nema vykazovat trend

Graf zavislosti standardizovanych rezidui na predikovanych
hodnotach nema vykazovat trend
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