
Modely úrokových sazeb - teorie a praxe
Petr My²ka, 7.3.2008

1 Úvod
Modelování úrokových sazeb je velice d·leºité zejména pro aplikace ve �nan£ní matematice
a aktuárských v¥dách. V posledních desetiletích bylo vyvinuto n¥kolik model·, které se
snaºí co nejv¥rohodn¥ji popsat chování výnosové k°ivky, p°i£emº tyto modely ve v¥t²in¥
p°ípad· pouºívají aparát z teorie pravd¥podobnosti a náhodných proces·. Po výkladu
základních pojm· a základního d¥lení model· se soust°edíme na dva z nich a dále se
budeme v¥novat problém·m, kterými se musí zabývat kaºdý, kdo modely úrokových sazeb
aplikuje v reálném sv¥t¥. V poslední £ásti p°ísp¥vku se budeme v¥novat teoretiky £asto
opomíjené kalibraci model· na reálná data.

2 Základní prom¥nné a základní d¥lení model·
V této kapitole de�nujeme následující, v teorii úrokových model· velice £asto pouºívané,
prom¥nné:

• R(t, T ) - spojit¥ úro£ená spotová sazba v £ase t pro splatnost T

• P (t, T ) - cena dluhopisu s nulovým kupónem v £ase t se splatností v £ase T

Vztah mezi P (t, T ) a R(t, T ) je následující:
P (t, T ) = e−R(t,T )(T−t). (1)

• r(t) - okamºitá úroková sazba v £ase t, de�novaná jako limT→tR(t, T )

Za ur£itých p°edpoklad· odvodíme následující vztah mezi P (t, T ) a r(t):

P (t, T ) = E


exp


−

T∫

t

r(s)ds


 |Ft


 . (2)

Existují dv¥ základní skupiny model· úrokových sazeb: Jednofaktorové a mnohofak-
torové modely. Jednofaktorové modely pracují pouze s jedním zdrojem nejistoty a jejich
základní tvar modeluje vý²e de�novanou okamºitou úrokovou sazbu. Z této sazby jsou
následovn¥ odvozeny vzorce pro dluhopisy a úrokové deriváty. Okamºitá úroková sazba tak
vlastn¥ reprezentuje celou výnosovou k°ivku (proto se také v dal²í kapitole budeme zabý-
vat problémem, která sazba má být v praxi povaºována za okamºitou). Mezi tyto modely
pat°í Dothan·v model, Va²í£k·v model, Hull-White·v model, Ho-Lee model a jiné. Obecný
zápis jednofaktorového modelu je následující:

dr(t) = µ(t, r)dt+ σ(t, r)dW (t). (3)
Mnohofaktorové (v praxi v²ak vícemén¥ pouze dvoufaktorové, protoºe dva faktory jiº

dostate£n¥ v¥rohodn¥ reprezentují v²echny moºné tvary výnosových k°ivek) modely jsou
komplexn¥j²í a nepracují pouze s okamºitou úrokovou sazbou. Pat°í mezi n¥ nap°. Brennan-
Schwartz·v model a CIR2 model. V tomto p°ísp¥vku se jimi nebudeme zabývat.
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3 Okamºitá úroková sazba
Jak jiº bylo zmín¥no, v teorii jednofaktorových úrokových model· pracujeme s tzv. okamºi-
tou sazbou, tedy se sazbou, která by m¥la odpovídat nekone£n¥ krátkému £asovému období.
Taková sazba na trhu nicmén¥ neexistuje - pot°ebujeme proto stanovit jejího vhodného
reprezentanta. Nabízí se my²lenka je pracovat s nejkrat²í sazbou, která existuje - tedy s
overnigth O/N sazbou. Je v²ak rozumné povaºovat takovou sazbu za vhodného reprezen-
tanta celé výnosové k°ivky? Odpov¥¤ se pokusíme nalézt aplikací shlukové analýzy.

3.1 Shluková analýza výnosových k°ivek
Pro p°ipomenutí uvedeme, ºe shluková analýza provádí rozklad souboru dat na n¥kolik
relativn¥ homogenních podsoubor· (shluk·) tak, aby objekty uvnit° jednotlivých shluk· si
byly co nejvíce podobné a objekty pat°ící do r·zných shluk· si byly podobné co nejmén¥.
Klí£ovou prom¥nou je tzv. míra nepodobnosti, kterou zade�nujeme následovn¥:

P°edpokládejme, ºe máme k dispozici historii n¥kolika sazeb s r·znými splatnostmi.
Ozna£me fi(t) hodnotu i-té sazby v £ase t a de�nujme veli£inu 4fi(t) = fi(t+4t)− fi(t),
kde 4t budeme povaºovat rovnu jednomu pracovnímu dni. 4fi(t) tedy zna£í mezidenní
zm¥nu p°íslu²né úrokové sazby. Nyní stanovíme míru závislosti mezi k°ivkami i a j cij
následujícím zp·sobem:

cij =
〈4fi(t)4fj(t)〉 − 〈4fi(t)〉〈4fj(t)〉

σiσj
, (4)

kde symbol 〈...〉 zna£í pr·m¥r a σi zna£í sm¥rodatnou odchylku 4fi(t). Veli£ina cij tedy
odpovídá korelaci mezidenních zm¥n dvou úrokových sazeb i a j.

Míru nepodobnosti dij pak podle [3] de�nujeme následovn¥:

dij =
√

2(1− cij). (5)

Shlukovou analýzu provedeme ve statistickém prost°edí R. Pro analýzu sazeb EUR
pouºijeme metodu nejbliº²ího souseda (nearest neighbour). P°íslu²ný dendrogram (obr.
1) prokazuje, ºe O/N sazba vykazuje ur£itou anomálii v porovnání se zbytkem výnosové
k°ivky. Dá se tedy °íci, ºe O/N sazba (platí i pro 1W sazbu) není vhodným reprezentantem
EURové výnosové k°ivky a p°i modelování je vhodn¥j²í pouºívat sazby 2W-6M. Pov²im-
n¥me si je²t¥ skute£nosti, ºe pro práh = 0.9 se sazby d¥lí do t°í shluk· - O/N sazba, sazby
pen¥ºního trhu a sazby kapitálového trhu, coº mimo jiné potvrzuje teorii odd¥lených trh·.
Aplikací jiných metod shlukové analýzy dostaneme podobné výsledky.

Shluková analýza byla aplikována rovn¥º pro CZK výnosové k°ivky. Obrázek 2 je den-
drogramem pro metodu nejvzdálen¥j²ího souseda (farest neighbour) a vyplývají z n¥j ste-
jné záv¥ry jako pro EUR sazby. Op¥t platí, ºe aplikací jiných metod shlukové analýzy
dostaneme podobné výsledky.
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Obrázek 1: Shluková analýza EUR výnosové k°ivky
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Obrázek 2: Shluková analýza CZK výnosové k°ivky

3.2 Záv¥r
Z p°edchozího vyplývá, ºe p°i modelování okamºité úrokové sazby není vhodné O/N sazbu
povaºovat za vhodného reprezentanta výnosové k°ivky, protoºe je p°íli² "nepodobná" os-
tatním sazbám. Okamºitou úrokovou sazbu je prakti£t¥j²í reprezentovat 2W, 1M, 3M nebo
dokonce i 6M sazbou.
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4 A�nní £asové struktury
Motivací pro zavedení pojmu a�ní £asové struktury je nalezení spole£ných znak· pro
ur£itou dost velkou skupinu jednofaktorových model·. Na základ¥ t¥chto znak· pak mohou
být pro celou skupinu odvozeny ur£ité spole£né záv¥ry, které usnad¬ují a zrychlují práci.
Jako p°íklad uve¤me odvození ceny dluhopisu. V zásad¥ existují t°i zp·soby, jak ji stanovit:

1. P°ímé odvození z rovnice P (t, T ) = E

[
exp

(
−

T∫
t

r(s)ds

)
|Ft
]
.

2. �e²ení Black-Scholes-Mertonovy PDE:

∂P

∂t
+

1
2
σ2∂

2P

∂r2
+ µ

∂P

∂r
− rP = 0 (6)

P (T, T ) = 1.

3. Vyuºití A�nní £asové struktury.

Odvození podle Ad 1 a Ad 2 bývají v¥t²inou pom¥rn¥ komplikované, zatímco p°i znalosti
teorie z Ad 3 je odvození relativn¥ rychlé. Teorii Ad 3 nyní rozebereme - podle de�nice má
model a�nní £asovou strukturu, jestliºe platí:

P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t). (7)

Pokud mají koe�cienty v obecném jednofaktorovém modelu (3) následující tvar

µ(t, r) = α(t)r + β(t)
σ(t, r) =

√
χ(t)r + δ(t),

a α(t), β(t), χ(t) a δ(t) jsou deterministické funkce, pak lze dokázat, ºe takový model má
a�nní £asovou strukturu.

Dosadíme-li do Black-Scholes-Mertonovy PDE (6) vyjád°ení P(t,T) ze (7) a spojíme-li
£leny se stejnou mocninou u r(t), dostaneme následující soustavy oby£ejných diferenciálních
rovnic:

dB

dt
+ αB − 1

2
χB2 = −1, (8)

B(T, T ) = 0,
dA

dt
− βB +

1
2
δB2 = 0,

A(T, T ) = 0.

Ze soustavy t¥chto rovnic získáme vztahy pro A(t, T ) a B(t, T ), z nichº posléze podle
(7) dostaneme P (t, T ). Pro v¥t²inu model· je °e²ení takové soustavy rovnic o dost snaz²í
neº odvozovaní cen dluhopis· pomocí Black-Scholes-Mertonovy PDE nebo p°ímé odvození
ze základní rovnice modelu.
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5 Jednofaktorové modely
Obecná rovnice jednofaktorových model· (3) je podobná rovnici pro obecnou cenu akcie:
Jedná se o sou£et deterministické a stochastické sloºky, p°i£emº náhodnost je reprezen-
tována Wienerovým procesem. Konkrétní zápis rovnice by m¥l spl¬ovat ur£ité vlastnosti,
které pozorujeme u chování úrokových sazeb - na model tedy máme ur£ité poºadavky
(nicmén¥ platí, ºe tyto poºadavky nejsou vºdy v²echny spln¥ny, £asto spolu totiº navzá-
jem kolidují): Nezápornost r(t), "rozumné" rozd¥lení r(t), zahrnutí o£ekávání trhu (tedy
forwardových sazeb), existence explicitních vzorc· pro ceny dluhopis· a úrokových de-
rivát·, atd. Existuje rovn¥º hypotéza (a tedy dal²í poºadavek na modely), ºe se hodnoty
r(t) vrací k ur£ité rovnováºné hodnot¥ (nebo k hodnotám daným £asem). Poslední vlast-
nost spl¬ují procesy, které pracují s tzv. návratností ke st°edu (mean reversion). V dal²ím
se soust°edíme na dva jednofaktorové modely s návratností ke st°edu: Va²í£k·v a Hull-
White·v.

5.1 Va²í£k·v model
Va²í£k·v model popisuje následující rovnice:

dr(t) = k(θ − r(t))dt+ σdW (t), r(0) = r0.

Jedná se o model, kde je rovnováºná hodnota reprezentována parametrem θ a parametr
k popisuje rychlost návratnosti (oby£ejn¥ mívá hodnotu mezi 0.01 - 0.3) k této hodnot¥.
Stojí za pov²imnutí, ºe se ve stochastickém s£ítanci nevyskytuje r(t) - parametr σ tedy
zna£í absolutní volatilitu okamºité úrokové sazby. Vzhledem k tomu, ºe rovnováºná hod-
nota θ nezávisí na £ase, jedná se o £asov¥ homogení model - v rovnici totiº není zohledn¥na
forwardová k°ivka, návrat probíhá pouze k jedné hodnot¥. Modely s touto vlastností (ne-
zohledn¥ní aktuální výnosové k°ivky - ekvivaletní s nezohledn¥ním forwardové k°ivky) se
nazývají endogenní. Po stanovení cen dluhopis· totiº dostaneme výnosovou k°ivku, která
je tedy výstupem modelu. Modely, kde je výnosová k°ivka vstupem (nap°. Hull-White·v),
se nazývají exogenní.

Explicitní vztah pro r(t)

Pro ur£ení dal²ích vlastností modelu nejprve odvodíme r(t) v závislosti na r(s). Za-
£neme diferencováním £lenu r(u)e−k(t−u):

d(r(u)e−k(t−u)) = dr(u)e−k(t−u) + r(u)ke−k(t−u)du.

Základní rovnici Va²í£kova modelu nyní vynásobíme e−k(t−u):

dr(u)e−k(t−u) = e−k(t−u)k(θ − r(u))du+ σe−k(t−u)dW (u).

Dosazením druhé rovnice do první pak dostaneme:

d(r(u)e−k(t−u)) = e−k(t−u)kθdu− r(u)ke−k(t−u)du+ r(u)ke−k(t−u)du+ σe−k(t−u)dW (u)
= e−k(t−u)kθdu+ σe−k(t−u)dW (u).
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Po integraci s mezemi s a t dostaneme rovnici pro r(t):

r(t) = r(s)e−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)) + σ

t∫

s

e−k(t−u)dW (u). (9)

Z rovnice (9) plyne, ºe r(t) má normální rozd¥lení s následujícími parametry:

E[r(t)|Fs] = r(s)e−k(t−s) + θ
(

1− e−k(t−s)
)

(10)

var[r(t)|Fs] = σ2E




t∫

s

e−k(t−u)dW (u)




2

= σ2E

t∫

s

e−2k(t−u)du

=
σ2

2k
[1− e−2k(t−s)].

Záporné sazby

Z normality r(t) plyne jeden z nedostatk· Va²í£kova modelu - existuje pom¥rn¥ vysoká
pravd¥podobnost, ºe modelované sazby budou záporné (vztah pro pravd¥podobnost odvodíme
z (10)):

P [r(t) < 0] = Φ


−r(0)e−kt + θ(1− e−kt)√

σ2

2k (1− e−2kt)


 . (11)

V následující tabulce jsou spo£teny pravd¥podobnosti zápornosti r(t) sazeb. V °ádcích
je t = 1, ..., 10, ve sloupcích jsou po£áte£ní hodnoty r(0). Parametry modelu jsou k =
0.1, θ = 0.025, σ = 0.006. P°irozen¥ platí, ºe pravd¥podobnosti rostou se zmen²ujícím se
r(0) a v¥t²inou rostou se zvy²ujícím se t.

t\r(0) 0.50% 1.00% 1.50% 2.00% 2.50% 3.00% 4.00% 5.00%
1 11.34% 2.27% 0.26% 0.02% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%
2 13.14% 4.94% 1.45% 0.33% 0.06% 0.01% 0.00% 0.00%
3 12.92% 6.17% 2.55% 0.91% 0.28% 0.07% 0.00% 0.00%
4 12.21% 6.67% 3.30% 1.48% 0.60% 0.22% 0.02% 0.00%
5 11.38% 6.80% 3.79% 1.97% 0.95% 0.43% 0.07% 0.01%
6 10.56% 6.74% 4.10% 2.36% 1.29% 0.67% 0.15% 0.03%
7 9.78% 6.59% 4.27% 2.66% 1.59% 0.91% 0.27% 0.07%
8 9.08% 6.38% 4.35% 2.88% 1.85% 1.15% 0.40% 0.13%
9 8.44% 6.15% 4.38% 3.05% 2.07% 1.37% 0.56% 0.21%
10 7.87% 5.92% 4.37% 3.17% 2.25% 1.57% 0.72% 0.31%
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Ceny dluhopis·

Va²í£k·v model má a�nní £asovou strukturu, takºe za pouºití rovnic (8) pom¥rn¥ rychle
odvodíme cenu dluhopisu P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t):

α(t) = −k, β(t) = kθ, χ(t) = 0, δ(t) = σ2,

dB

dt
− kB = −1, B(T, T ) = 0

=⇒ B(t, T ) =
1
k

[1− e−k(T−t)]

dA

dt
+ kθB +

1
2
σ2B2 = 0, A(T, T ) = 0

=⇒ A(t, T ) =
(
θ − σ2

2k2

)
[B(t, T )− T + t]− σ2

4k
B(t, T )2.

Z Va²í£kova modelu se dále dají odvodit explicitní vzorce pro ceny opcí na bezkupónové
dluhopisy a úrokové opce, nicmén¥ jejich vzorce zde nebudeme uvád¥t.

P°i kalibraci parametr· Va²íkova modelu na aktuální výnosovou k°ivku se jako nevýhoda
projeví jiº zmín¥ná endogenost: Máme-li na trhu k dispozici k°ivku dluhopis· T −→
PM (0, T ) (odvodí se z výnosové k°ivky) a poºadujeme, aby ná² model odpovídal této k°ivce,
musíme stanovit parametry tak, aby se ceny dluhopis· získané z modelu co nejvíce blíºily
trºním cenám. A£koliv existuje pouze kone£ný po£et takových cen PM (0, T ), nemohou t°i
parametry modelu dostate£n¥ interpretovat celou £asovou strukturu. Problémy zp·sobuje
i moºná neinterpretovatelnost jejich odhadnutých hodnot. N¥které výnosové k°ivky (nap°.
invertované) dokonce nemohou být získány pro ºádné hodnoty parametr·. Problematice
kalibrace je v¥nována jedna z dal²ích kapitol.

Jak jiº bylo uvedeno, první velkou nevýhodou Va²í£kova modelu je jiº zmín¥ná moºnost
záporných sazeb. Druhou nevýhodou je návratnost pouze k jedné hodnot¥, tzn. ignorování
forwardové k°ivky. Ob¥ nevýhody jsou tém¥° eliminovány v Hull-Whiteov¥ modelu:

5.2 Hull-White·v model
Hull a White navrhli vylep²ení Va²í£kova modelu tak, ºe konstantní rovnováºnou hodnotu
θ zm¥nili na funkci £asu ϑ(t). Proces okamºité úrokové sazby se pak vyvíjí následovn¥:

dr(t) = (ϑ(t)− kr(t))dt+ σdW (t), r(t) = r0. (12)
Hodnoty návratnosti ke st°edu ϑ(t) musí být zvoleny tak, aby odpovídaly aktuální

£asové struktu°e pozorované na trhu - modelované hodnoty se tedy ve st°ední hodnot¥
musí rovnat pozorovaným forwardovým sazbám. Ty zde budou reprezentovány pomocí
tzv. trºní okamºité úrokové sazby fM (0, t), která odpovídá forwardové sazb¥ pozorované v
£ase 0 pro £as T na nekone£n¥ krátký £asový okamºik. Rigorózn¥ je de�nována následovn¥:

fM (0, T ) =
∂ lnPM (0, T )

∂T
,
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kde PM (0, t) je trºní cena dluhopisu v £ase 0 se splatností v £ase T .
Odvozováním dostaneme následující vztah pro ϑ(t):

ϑ(t) =
∂fM (0, t)

∂T
+ kfM (0, t) +

σ2

2k
(1− e−2kt).

Rovnici (12) pak lze p°evést na následující tvar:
r(t+ dt)− r(t) = (fM (0, t+ dt)− fM (0, t))− k(r(t)− fM (0, t))dt+

+
σ2

2k
(1− e−2kt)dt+ σ(W (t+ dt)−W (t)). (13)

Rovnici (13) interpretujeme následovn¥: Zm¥na r(t) odpovídá vývoji forwardové sazby
(1. s£ítanec) a sou£asn¥ se k této sazb¥ p°ibliºuje (2. s£ítanec). T°etí s£ítanec je zbytek po
integraci a bývá zanedbateln¥ malý, 4. s£ítanec je náhodná sloºka.

Obdobn¥ jako u Va²í£kova modelu odvodíme r(t) v závislosti na r(s):

r(t) = r(s)e−k(t−s) + α(t)− α(s)e−k(t−s) +

t∫

s

e−k(t−u)dW (u).

Platí, ºe r(t) má op¥t normální rozd¥lení s následujícími parametry:
E[r(t)|Fs] = r(s)e−k(t−s) + α(t)− α(s)e−k(t−s)

var[r(t)|Fs] =
σ2

2k
[1− e−2kt].

Ceny dluhopis·

Obdobn¥ jako u Va²í£kova modelu (HW model má a�nní £asovou strukturu) získáme
cenu bezkupónového dluhopisu P (t, T ). Jelikoº se HW model °adí mezi exogenní modely, je
výnosová k°ivka (zde trºní ceny dluhopis·) vstupem modelu. Ceny modelových dluhopis·
tak p°ímo závisí na trºních cenách dluhopis·, tedy na aktuální výnosové k°ivce (prost°ed-
nictvím veli£in PM (0, T ) a fM (0, T )):

P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t)

B(t, T ) =
1
k

[
1− e−k(T−t)

]

A(t, T ) = log
[
PM (0, T )
PM (0, t)

]
+B(t, T )fM (0, t)− σ2

4k
(1− e−2kt)B(t, T )2.

Je²t¥ ov¥°íme, zda je odvození korektní pro t = 0: M¥lo by nám totiº vyjít P (0, T ) =
PM (0, T ):

P (0, T ) = PM (0, T )exp {B(0, T )f(0, 0)−B(0, T )r(0)} = PM (0, T ).

Záporné sazby

U Va²íkova modelu jsme zmínili pom¥rn¥ velkou nevýhodu spo£ívající v moºné zá-
pornosti úrokových sazeb. Rozd¥lení sazeb u HW modelu je sice rovn¥º normální, tedy
pravd¥podobnost záporných sazeb je také nenulová, nicmén¥ p°i rozumných hodnotách
parametr· zanedbatelná, jak je patrné z tabulky:
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t\r(0) 0.50% 1.00% 1.50% 2.00% 2.50% 3.00% 4.00% 5.00%
1 4.81% 0.71% 0.06% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%
2 3.45% 0.97% 0.21% 0.04% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%
3 2.00% 0.73% 0.23% 0.06% 0.02% 0.00% 0.00% 0.00%
4 1.04% 0.45% 0.18% 0.06% 0.02% 0.01% 0.00% 0.00%
5 0.49% 0.24% 0.11% 0.05% 0.02% 0.01% 0.00% 0.00%
6 0.21% 0.12% 0.07% 0.03% 0.02% 0.01% 0.00% 0.00%
7 0.08% 0.05% 0.03% 0.02% 0.01% 0.01% 0.00% 0.00%
8 0.03% 0.02% 0.02% 0.01% 0.01% 0.01% 0.00% 0.00%
9 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.01% 0.00% 0.00% 0.00%
10 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%

Ilustrace na grafech

Na následujících grafech je vykreslena CZK AA výnosová k°ivka z 15.1.2008 (její hod-
noty byly získány ze systému Bloomberg) a jí odpovídající forwardová k°ivka pro 6M splat-
nost. Na základ¥ této forwardové k°ivky je v dal²ím grafu vykresleno 10 simulací 6M sazby
(forwardová k°ivka je v tomto grafu tu£n¥ vyzna£ena). Pov²imn¥me si, ºe trend simulací
kopíruje trend forwardové k°ivky.
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Obrázek 3: Výnosová a forwardová k°ivka CZK
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Ceny derivát·

Stejn¥ jako pro Va²í£k·v model lze i pro HW model odvodit explicitní ceny n¥kterých
úrokových derivát·. Zde odvodíme pomocí ceny call opce na dluhopis hodnotu úrokové put
opce (�ooru).

Bez odvození uvedeme, ºe cena evropské call-opce v £ase t a splatností v T na zero-bond
se splatností v S a realiza£ní cenou K je následující:

ZBC(t, T, S,K) = P (t, S)Φ(h)−KP (t, T )Φ(h− σp)

σp = σ

√
1− e−2k(T−t)

2k
B(T, S)

h =
1
σp

log
P (t, S)
P (t, T )K

+
σp
2
.

Nyní odvodíme cenu úrokové put-opce (�ooru) v £ase t s realizací v £ase T na sazbu s
tenorem τ a s realiza£ní sazbouX. Cenu s danými parametry budeme zna£it Floor(t, T, τ,X).
Pro její výplatní funkce v £ase T platí:

Payo� =
1

1 + iτ
max(τ(X − i); 0).

Cenu odvodíme z ceny call-opce se splatností v T na dluhopis se splatností v T+τ . Budeme
upravovat její výplatní funkci tak, abychom dostali výplatní cenu poºadovaného �ooru.

Payo�ZBC = max
(

1
1 + iτ

−K; 0
)

=
1

1 + iτ
max (1−K − iKτ ; 0)

=
1

1 + iτ
K max

((
1−K
τK

− i
)
τ ; 0
)

= KFloor(t, T, τ, 1−K
τK

).
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Výraz 1−K
τK bude roven X. Snadno odvodíme, ºe K = 1

1+Xτ .
Cena �ooru tedy je:

Floor(t, T, τ,X) = (1 + τX)ZBC
(
t, T, S,

1
1 + τX

)
.

Obdobn¥ (nebo p°es put-call paritu) získáme i cenu úrokové call opce (capu).
Vzorce pro ceny t¥chto derivát· vyuºijeme v dal²í kapitole, kdy se pomocí nich budeme

snaºit získat parametry modelu z aktuálních trºních dat.

6 Kalibrace
Je z°ejmé, ºe pro kvalitní aplikaci model· úrokových sazeb je nutné pracovat s takovými
hodnotami parametr·, které co nejv¥rn¥ji popisují skute£nost. Obecn¥ se metody kalibrace
d¥lí do dvou skupin:

1. Dynamické metody kalibrace - Tento p°ístup odhaduje parametry z historických hod-
not úrokových sazeb.

2. Statické metody kalibrace - Tento p°ístup odhaduje parametry z aktuálních trºních
dat (tzn. z aktuální výnosové k°ivky a aktuálních cen derivát·.

Obecn¥ platí, ºe dynamické metody se pouºívají pro kalibraci endogenních model·,
kdy je pom¥rn¥ snadné získat na základ¥ pozorovaných hodnot okamºité sazby vzorce pro
odhady parametr·. Naopak statické metody jsou vhodné pro kalibraci exogenních model·,
protoºe se pak nemusíme zabývat hodnotami výnosové k°ivky (ta je vstupem modelu), ale
pouze hodnotami derivát·.

6.1 Dynamické metody kalibrace
Na p°íkladu popí²eme dynamickou kalibraci Va²í£kova modelu zaloºenou na aplikaci metody
maximální v¥rohodnosti. Okamºitou sazbu bude reprezentovat 3M sazba. P°i kalibraci
pouºijeme normalitu sazeb r(t) - parametry viz. (9). Pro p°ehledn¥j²í práci ozna£me veli£i-
nou V 2 rozptyl r(t) v závislosti na Fs a α = e−k(t−s). �asová délka t − s bude rovna
jednomu pracovnímu dni. P°edpokládejme, ºe máme k dispozici n+1 historických hodnot
(za n+1 dní) 3M sazeb r0, r1, ..., rn. Pak platí:

ri+1 = αri + θ(1− α) + ei, ei ∼ N(0, V 2). (14)

V¥rohodnostní funkce mají následující tvar:

L((r0, ..., rn), α, θ, V 2) =
n∏

i=1

(
1

2πV 2

) 1
2

exp

(
−(ri − αri−1 − θ(1− α))2

2V 2

)
(15)

logL =
n

2
log
(

1
2πV 2

)
− 1

2V 2

n∑

i=1

(ri − αri−1 − θ(1− α))2. (16)
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Odvodíme parciální derivace, poloºíme je rovny nule a po chvíli po£ítání dostaneme odhady
v²ech t°í parametr· základní rovnice Va²í£kova modelu:

k̂ = − log(α̂)
t− s = − 1

t− s log



n

n∑
i=1

riri−1 −
n∑
i=1

ri
n∑
i=1

ri−1

n
n∑
i=1

r2
i−1 −

(
n∑
i=1

ri−1

)2


 ,

θ̂ =

n∑
i=1

[ri − α̂ri−1]

n(1− α̂)
, σ̂2 =

2k̂
n∑
i=1

[ri − α̂ri−1 − θ̂(1− α̂)]2

1− e−2bk(t−s) . (17)

Na prvním grafu na obrázku 5 vidíme pr·b¥h 11-leté historie 3M CZK AA sazby získané
ze systému Bloomberg spole£n¥ s odhadnutými parametry. Na druhém grafu je to samé
pro 3M EUR AA sazbu (7-letá historie):
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Obrázek 5: Vývoj 3M CZK a EUR sazeb

Na obrázku 6 jsou nasimulovány 3M CZK sazby ve Va²í£kov¥ modelu za pouºití odhad-
nutých parametr·. Z obrázku je patrná konvergence k hodnot¥ θ = 2.10%:
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P°irozen¥ platí, ºe získané hodnoty nemusí odpovídat skute£né situaci na trhu: po
dosazení do vzorc· pro ceny dluhopis· a úrokových derivát· m·ºeme dostat ceny zcela
odli²né od trºních. Výhodou naopak je, ºe parametry jsou spo£tené exaktními výpo£ty a
ºe obdrºené výsledky jsou v¥t²inou interpretovatelné.

Co se týká exogenních model·, není tento druh kalibrace p°íli² vhodný, protoºe je
pom¥rn¥ zna£ným problémem, jakým zp·sobem zahrnout do výpo£tu ϑ(t), tedy historii
forwardových k°ivek.

6.2 Statické metody kalibrace
Jak jiº bylo uvedeno, pouºívají se statické metody v p°eváºné v¥t²in¥ pro exogenní modely.
Pro tento druh model· se snaºíme stanovit takové hodnoty parametr·, abychom se mod-
elovými cenami derivát· (výnosovou k°ivkou ne - ta je vstupem t¥chto model·, takºe ji
p°i kalibraci nebereme v úvahu) co nejvíce p°iblíºili trºním cenám derivát·. P°ipome¬me,
ºe na trhu jsou ceny derivát· reprezentovány implikovanou volatilitou z Black-Scholesova
modelu. Z této volatility stanovíme ceny derivát· a následn¥ (v¥t²inou metodou nejmen²ích
£tverc·) parametry daného modelu.

Na následujících grafech vidíme výsledek kalibrace HW modelu na ceny cap· a �oor·:
Na levém grafu metodou nejmen²ích £tverc· získáme k i θ. Vidíme, ºe parametr návratnosti
ke st°edu vychází záporný (-0.068), coº znamená, ºe sazby divergují od forwardové k°ivky.
Takový výsledek není p°íli² uspokojivý, proto k za�xujeme na co nejmen²í hodnotu (zde
0.01) a hýbáme pouze s θ. Výsledkem je pravý graf. Je patrné, ºe zejména ceny �oor· jsou
od reality na pravém grafu vzdálen¥j²í neº ceny �oor· na levém grafu, nicmén¥ v pravém
grafu máme rozumn¥j²í hodnoty parametr·.
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Obrázek 7: Kalibrace na trºní hodnoty

Z výsledk· tohoto p°íkladu plyne jedna z nevýhod statické kalibrace - potenciální nein-
terpretovatelné hodnoty odhadnutých parametr·. Naproti tomu dynamické metody dávají
tém¥° vºdy rozumné výsledky.

Pouºití statické kalibrace pro endogenní modely není p°íli² vhodné, protoºe máme p°íli²
mnoho vstupních dat (nejen ceny derivát·, ale i výnosovou k°ivku) a málo parametr·
modelu. Pokud bychom cht¥li nakalibrovat Va²í£k·v model pouze na výnosovou k°ivku,
m·ºeme pro data z 15.1.2008 dostat následující, na první pohled nesmyslné, hodnoty:
θ = 0.00079, k = 0.92766, σ = −0.00000081.
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