Modely trokovych sazeb - teorie a praxe
Petr Myska, 7.3.2008

1 Uvod

Modelovani tirokovych sazeb je velice diilezité zejména pro aplikace ve finanéni matematice
a aktuérskych védach. V poslednich desetiletich bylo vyvinuto nékolik modeld, které se
snazi co nejvérohodnéji popsat chovini vynosové kiivky, pficemz tyto modely ve vétsiné
pripadtd pouZzivaji aparat z teorie pravdépodobmnosti a nadhodnych procesi. Po vykladu
zékladnich pojmit a zakladniho déleni modelti se soustfedime na dva z nich a dale se
budeme vénovat problémtim, kterymi se musi zabyvat kazdy, kdo modely urokovych sazeb
aplikuje v redlném svété. V posledni ¢asti pfispévku se budeme vénovat teoretiky casto
opomijené kalibraci modeli na reilna data.

2 Zakladni proménné a zakladni déleni modeli

V této kapitole definujeme nasledujici, v teorii urokovych modeli velice ¢asto pouzivané,
promeénneé:

e R(t,T) - spojité urocend spotova sazba v ¢ase t pro splatnost T
e P(t,T) - cena dluhopisu s nulovym kupénem v Gase ¢ se splatnosti v ¢ase T'
Vztah mezi P(t,T) a R(t,T) je nasledujici:
P(t,T) = e REDT=D), (1)
e 7(t) - okamzita tirokova sazba v Case t, definovana jako limp_; R(¢,T")
Za urcitych predpokladii odvodime nésledujici vatah mezi P(t,T") a r(t):

T

P(t,T)=F |exp —/T(s)ds IS¢ | - (2)
t

Existuji dvé zakladni skupiny modelt arokovych sazeb: Jednofaktorové a mnohofak-
torové modely. Jednofaktorové modely pracuji pouze s jednim zdrojem nejistoty a jejich
zdkladni tvar modeluje vySe definovanou okamZzitou urokovou sazbu. 7 této sazby jsou
nasledovné odvozeny vzorce pro dluhopisy a urokové derivaty. Okamzita irokova sazba tak
vlastné reprezentuje celou vynosovou kiivku (proto se také v dalsi kapitole budeme zaby-
vat problémem, ktera sazba mé byt v praxi povazovana za okamzitou). Mezi tyto modely
pat¥i Dothantv model, Vagickiv model, Hull-Whitetiv model, Ho-Lee model a jiné. Obecny

zapis jednofaktorového modelu je nasledujici:

dr(t) = p(t,r)dt + o(t,r)dW(t). (3)

Mnohofaktorové (v praxi viak viceméné pouze dvoufaktorové, protoze dva faktory jiz
dostatené vérohodné reprezentuji vSechny mozné tvary vynosovych kiivek) modely jsou
komplexnéjsi a nepracuji pouze s okamzitou trokovou sazbou. Patii mezi né napt. Brennan-
Schwartziv model a CIR2 model. V tomto piispévku se jimi nebudeme zabyvat.



3 Okamzita arokova sazba

Jak jiz bylo zminéno, v teorii jednofaktorovych tdrokovych modeli pracujeme s tzv. okamzi-
tou sazbou, tedy se sazbou, kterd by meéla odpovidat nekoneéné kratkému ¢asovému obdobi.
Takovéa sazba na trhu nicméné neexistuje - potfebujeme proto stanovit jejtho vhodného
reprezentanta. Nabizi se mySlenka je pracovat s nejkratsi sazbou, kterd existuje - tedy s
overnigth O/N sazbou. Je vSak rozumné povaZzovat takovou sazbu za vhodného reprezen-
tanta celé vynosové kiivky? Odpovéd se pokusime nalézt aplikaci shlukové analyzy.

3.1 Shlukova analyza vynosovych krivek

Pro pfipomenuti uvedeme, ze shlukova analyza provadi rozklad souboru dat na nékolik
relativné homogennich podsoubort (shluki) tak, aby objekty uvnit¥ jednotlivych shluku si
byly co nejvice podobné a objekty patiici do riiznych shlukd si byly podobné co nejméné.
Kli¢ovou proménou je tzv. mira nepodobnosti, kterou zadefinujeme néasledovné:
Ptedpokladejme, Ze mame k dispozici historii nékolika sazeb s rtznymi splatnostmi.
Ozna¢me f;(t) hodnotu i-té sazby v ¢ase t a definujme velicinu A f;(t) = f;(t+ At) — fi(t),
kde At budeme povazovat rovnu jednomu pracovnimu dni. Af;(t) tedy zna¢i mezidenni
zménu piislugné trokové sazby. Nyni stanovime miru zévislosti mezi k¥ivkami i a j c¢;;
nésledujicim zptisobem:
_(ALOALE) — (AL ALE))
oy — , (4)

0i0;

kde symbol (...) znali primér a o; znac¢i smérodatnou odchylku A f;(t). Veli¢ina ¢;; tedy
odpovida korelaci mezidennich zmén dvou turokovych sazeb ¢ a j.
Miru nepodobnosti d;; pak podle [3] definujeme nésledovné:

dij = 1/ 2(1 = cij). (5)

Shlukovou analyzu provedeme ve statistickém prostiedi R. Pro analyzu sazeb EUR
pouzijeme metodu nejbliz§tho souseda (nearest neighbour). Pfislusny dendrogram (obr.
1) prokazuje, ze O/N sazba vykazuje uréitou anomalii v porovnani se zbytkem vynosové
kiivky. Da se tedy Fici, ze O/N sazba (plati i pro 1W sazbu) neni vhodnym reprezentantem
EURové vynosové kiivky a pfi modelovani je vhodnéjsi pouZivat sazby 2W-6M. Pov&im-
néme si jesté skutecnosti, ze pro prah = 0.9 se sazby déli do tfi shlukii - O/N sazba, sazby
penézniho trhu a sazby kapitalového trhu, coZz mimo jiné potvrzuje teorii oddélenych trhi.
Aplikaci jinych metod shlukové analyzy dostaneme podobné vysledky.

Shlukova analyza byla aplikovana rovnéz pro CZK vynosové kiivky. Obrazek 2 je den-
drogramem pro metodu nejvzdélenéjsiho souseda (farest neighbour) a vyplyvaji z néj ste-
jné zavéry jako pro EUR sazby. Opét plati, Ze aplikaci jinych metod shlukové analyzy
dostaneme podobné vysledky.



Dendrogram for a single linkage method (EUR)
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Obréazek 1: Shlukova analyza EUR vynosové kiivky

Dendrogram for a complete linkage method (CZK)
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Obréazek 2: Shlukova analyza CZK vynosové kiivky

3.2 Zavér

Z predchoziho vyplyva, ze pii modelovani okamzité irokové sazby neni vhodné O/N sazbu
povazovat za vhodného reprezentanta vynosové kiivky, protoze je p¥ili§ "nepodobné' os-
tatnim sazbam. OkamZitou trokovou sazbu je prakti¢téjsi reprezentovat 2W, 1M, 3M nebo
dokonce i 6M sazbou.



4 Afinni ¢asové struktury

Motivaci pro zavedeni pojmu affini éasové struktury je nalezeni spole¢nych znakt pro
urc¢itou dost velkou skupinu jednofaktorovych modeli. Na zdkladé téchto znaki pak mohou
byt pro celou skupinu odvozeny ur¢ité spoleéné zaveéry, které usnadiiujf a zrychluji praci.
Jako pfiklad uvedme odvozeni ceny dluhopisu. V zasadé existuji t¥i zptisoby, jak ji stanovit:

T
exp (—tfr(s)d8> fgt]

oP 1 ,*P 0P
: 9 _.p =
ot T2 gz TH T 0 (6)

P(T,T) = 1.

1. Pfimé odvozeni z rovnice P(t,T) = E

2. Reseni Black-Scholes-Mertonovy PDE:

3. Vyuziti Afinni ¢asové struktury.

Odvozeni podle Ad 1 a Ad 2 byvaji vétsinou pomérné komplikované, zatimco p¥i znalosti
teorie z Ad 3 je odvozeni relativné rychlé. Teorii Ad 3 nyni rozebereme - podle definice ma
model afinni ¢asovou strukturu, jestlize plati:

Pt,T) = AGT-BEI)@), .
Pokud maji koeficienty v obecném jednofaktorovém modelu (3) nasledujici tvar

plt,r) = alt)r+p()

o(t,r) = /x({t)r+4(t),

a «at),B(t), x(t) a o(t) jsou deterministické funkce, pak lze dokizat, ze takovy model ma
afinni ¢asovou strukturu.

Dosadime-li do Black-Scholes-Mertonovy PDE (6) vyjadieni P(t,T) ze (7) a spojime-li
¢leny se stejnou mocninou u r(t), dostaneme nasledujici soustavy oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic:

dB 1

— +aB--xB? = -1

7 +a X ) (8)
B(T,T) = 0,

dA

1
~~ _ BB+ -6B%> = 0
dt B *3 :

AT, T) = 0.

Ze soustavy téchto rovnic ziskame vztahy pro A(t,T) a B(t,T'), z nichZ posléze podle
(7) dostaneme P(t,T'). Pro vétginu modeli je feSeni takové soustavy rovnic o dost snazsi
nez odvozovani cen dluhopisti pomoci Black-Scholes-Mertonovy PDE nebo pfimé odvozeni
ze zékladn{ rovnice modelu.



5 Jednofaktorové modely

Obecné rovnice jednofaktorovych modelt (3) je podobna rovnici pro obecnou cenu akcie:
Jednd se o soulet deterministické a stochastické slozky, pfi¢emZ nahodnost je reprezen-
tovana Wienerovym procesem. Konkrétni z&pis rovnice by mél splitovat urcité vlastnosti,
které pozorujeme u chovani urokovych sazeb - na model tedy mame uréité pozadavky
(nicméné plati, ze tyto pozadavky nejsou vzdy vSechny splnény, ¢asto spolu totiz navza-
jem koliduji): Nezapornost r(t), "rozumné" rozdéleni r(t), zahrnuti ofekavani trhu (tedy
forwardovych sazeb), existence explicitnich vzorct pro ceny dluhopisii a trokovych de-
rivati, atd. Existuje rovnéz hypotéza (a tedy dalsi pozadavek na modely), Ze se hodnoty
r(t) vraci k ur¢ité rovnovazné hodnoté (nebo k hodnotam danym casem). Posledni vlast-
nost spliwji procesy, které pracuji s tzv. navratnosti ke stfedu (mean reversion). V dalsim
se soustfedime na dva jednofaktorové modely s névratnosti ke stfedu: Vagickiav a Hull-
Whiteiv.

5.1 VasSi¢kiv model

Vasickliv model popisuje néasledujici rovnice:
dr(t) = k(0@ —r(t))dt+ odW(t),r(0) = ro.

Jednd se o model, kde je rovnovazna hodnota reprezentovana parametrem 6 a parametr
k popisuje rychlost navratnosti (obycejné miva hodnotu mezi 0.01 - 0.3) k této hodnoté.
Stoji za pov8imnuti, Ze se ve stochastickém scitanci nevyskytuje r(t) - parametr o tedy
znadi absolutni volatilitu okamzité trokové sazby. Vzhledem k tomu, Ze rovnovazna hod-
nota 0 nezévisi na ¢ase, jedna se o ¢asové homogeni model - v rovnici totiZz neni zohlednéna
forwardova kiivka, névrat probih& pouze k jedné hodnoté. Modely s touto vlastnosti (ne-
zohlednéni aktualni vynosové kiivky - ekvivaletni s nezohlednénim forwardové kiivky) se
nazyvaji endogenni. Po stanoveni cen dluhopisi totiz dostaneme vynosovou kfivku, ktera
je tedy vystupem modelu. Modely, kde je vynosova kiivka vstupem (napi. Hull-Whitetv),
se nazyvaji exogenni.

Explicitni vztah pro r(t)

Pro urfen{ dalsich vlastnosti modelu nejprve odvodime r(t) v zavislosti na r(s). Za-

¢neme diferencovanim &lenu 7(u)e *—%)

d(r(u)e—’“(t—“)) = dr(u)e—k(t—u)_|_T(u)ke—k(t—u)du.

Zakladni rovnici Vasickova modelu nyni vynasobime e#(t=%)

dr(u)e =0 = k=W E — r(w))du + oe AW (1),

Dosazenim druhé rovnice do prvni pak dostaneme:

d(r(w)e *t=0y = e kW Egdy — r(u)ke * W du + r(u) ke FEY du + oo FETW AW (1)
e PV E0du + oe D AW (u).



Po integraci s mezemi s a ¢t dostaneme rovnici pro r(t):

rt) = r(s)e Pt 4191 — 7R3y 4 G/ek(t“)dW(u). 9)

s

Z rovnice (9) plyne, Ze r(t) ma normélni rozdéleni s nasledujicimi parametry:

Elr®)|3s] = T(S)e_k(t_s) +0 (1 _ e—k(t—g)) (10)
¢ 2 ;
var[r(t)|§s] = o°FE /e_k(t_u)dW(u) = UQE/e—Qk(t—u)du

2
_ 9 _9k(t—s)
ok [1—e ].

Zaporné sazby

Z normality r(t) plyne jeden z nedostatk Vagi¢kova modelu - existuje pomérné vysoka
pravdépodobnost, ze modelované sazby budou zaporné (vztah pro pravdépodobnost odvodime
z (10)):

r(0)e " +0(1 — e=*)

%(1 _ €—2kt>

Plr(t) <0l =@ |— (11)

V nasledujici tabulce jsou spocteny pravdépodobnosti zapornosti r(t) sazeb. V fadcich
je t = 1,...,10, ve sloupcich jsou pocateéni hodnoty r(0). Parametry modelu jsou k =
0.1,0 = 0.025,0 = 0.006. Prirozené& plati, Ze pravdépodobnosti rostou se zmengujicim se
r(0) a vétsinou rostou se zvySujicim se t.

t\r(0) || 0.50% | 1.00% | 1.50% | 2.00% | 2.50% | 3.00% | 4.00% | 5.00%
1 11.34% | 2.27% | 0.26% | 0.02% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00%
2 13.14% | 4.94% | 1.45% | 0.33% | 0.06% | 0.01% | 0.00% | 0.00%
3 12.92% | 6.17% | 2.55% | 0.91% | 0.28% | 0.07% | 0.00% | 0.00%
4 12.21% | 6.67% | 3.30% | 1.48% | 0.60% | 0.22% | 0.02% | 0.00%
5 11.38% | 6.80% | 3.79% | 1.97% | 0.95% | 0.43% | 0.07% | 0.01%
6 10.56% | 6.74% | 4.10% | 2.36% | 1.29% | 0.67% | 0.15% | 0.03%
7 9.78% | 6.59% | 4.27% | 2.66% | 1.59% | 0.91% | 0.27% | 0.07%
8 9.08% | 6.38% | 4.35% | 2.88% | 1.85% | 1.15% | 0.40% | 0.13%
9 8.44% | 6.15% | 4.38% | 3.05% | 2.07% | 1.37% | 0.56% | 0.21%
10 7.87T% | 5.92% | 4.37% | 3.17% | 2.25% | 1.57% | 0.72% | 0.31%




Ceny dluhopist

Vasicktiv model ma afinni ¢asovou strukturu, takze za pouziti rovnic (8) pomérné rychle
odvodime cenu dluhopisu P(t,T) = eAGT)=BEDIN®).

alt) = —k, B(t) = kb, (1) =0, §(t) = o>,

B
%—kB:—l, B(T,T)=0

— B(,T) = %[1 _ k)

dA 1
4+ kOB + =0’B*>=0, A(T.T) =
i +50 0, A(T,T) =0

— A(t,T) = e—(’i [B(tT)—T+t]—U—QB(tT)2
S 2k2 ’ a7

7 Vagitkova modelu se déle dajf odvodit explicitn{ vzorce pro ceny opci na bezkupoénové
dluhopisy a tarokové opce, nicméné jejich vzorce zde nebudeme uvadét.

Pfi kalibraci parametri Vasikova modelu na aktuélni vynosovou kiivku se jako nevyhoda
projevi jiz zminén& endogenost: Mame-li na trhu k dispozici kiivku dluhopisit T' —
PM(0,T) (odvodi se z vinosové kiivky) a pozadujeme, aby nas model odpovidal této kiivce,
musime stanovit parametry tak, aby se ceny dluhopist ziskané z modelu co nejvice blizily
trznim cenam. Ackoliv existuje pouze koneény pocet takovych cen PM(0,T), nemohou tii
parametry modelu dostatec¢né interpretovat celou ¢asovou strukturu. Problémy zptisobuje
i mozna neinterpretovatelnost jejich odhadnutych hodnot. Nékteré vynosové kiivky (napt.
invertované) dokonce nemohou byt ziskany pro zadné hodnoty parametri. Problematice
kalibrace je vénovana jedna z dalsich kapitol.

Jak jiz bylo uvedeno, prvni velkou nevyhodou Vasi¢kova modelu je jiz zminénd moznost
zapornych sazeb. Druhou nevyhodou je navratnost pouze k jedné hodnoté, tzn. ignorovani
forwardové kiivky. Obé nevyhody jsou témé¥ eliminovany v Hull-Whiteové modelu:

5.2 Hull-Whitetiv model

Hull a White navrhli vylepseni Vasickova modelu tak, ze konstantni rovnovaznou hodnotu
0 zménili na funkci ¢asu 9(t). Proces okamzité turokové sazby se pak vyviji nésledovné:

dr(t) = (9(t) — kr(t))dt + odW (), r(t) = ro. (12)

Hodnoty navratnosti ke stfedu 9(¢) musi byt zvoleny tak, aby odpovidaly aktualni
Casové struktufe pozorované na trhu - modelované hodnoty se tedy ve stfedni hodnoté
musi rovnat pozorovanym forwardovym sazbam. Ty zde budou reprezentovany pomoci
tzv. trzni okamzité trokové sazby fM(0,t), ktera odpovida forwardové sazbé pozorované v
¢ase 0 pro ¢as T na nekonec¢né kratky ¢asovy okamzik. Rigordzné je definovina nasledovné:

Oln PM(0,T)

M —
f (0’ T) - 8T ’



kde PM(O, t) je trzni cena dluhopisu v ¢ase 0 se splatnosti v ¢ase T.
Odvozovanim dostaneme nasledujici vztah pro ¥(t):

_ 8fM(0,t) 2

9(t) S+ k(0.0 + g—ku Y

Rovnici (12) pak lze pFevést na nasledujici tvar:

r(t4dt) —r(t) = (fM0,¢+dt) — f(0,1)) — k(r(t) — fFM(0,1))dt +
2
T

Rovnici (13) interpretujeme néasledovné: Zména r(t) odpovida vyvoji forwardové sazby
(1. s¢itanec) a soutasné se k této sazbé piiblizuje (2. s¢itanec). Tieti s¢itanec je zbytek po
integraci a byva zanedbatelné maly, 4. s¢itanec je ndhodné slozka.

Obdobné jako u Vasickova modelu odvodime r(t) v zavislosti na r(s):

+ 1— e 2M)dt + o(W(t +dt) — W(t)). (13)

r(t) = r(s)e*k(tﬁs) + a(t) — a(s)e*k(tﬁs) + / eik(t*“)dW(u).

S

Plati, Ze r(t) ma opét normélni rozdéleni s nasledujicimi parametry:

Elr@®)[§] = r(s)e ") +a(t) — afs)e )
0.2
var[r(t)|§s) = ﬂ[l—e_th]_

Ceny dluhopist

Obdobné jako u Vasickova modelu (HW model méa afinni ¢asovou strukturu) ziskame
cenu bezkupénového dluhopisu P(t, T'). Jelikoz se HW model fadi mezi exogenni modely, je
vynosové kiivka (zde trzni ceny dluhopisii) vstupem modelu. Ceny modelovych dluhopist
tak pfimo zavisi na trznich cendch dluhopisi, tedy na aktualni vynosové kiivce (prostied-
nictvim velicin PM(0,7) a fM(0,T)):

P(LT) = ACD=BLI)r()

e
B(t,T) = % [1 _ e*k(Tft)}

A(t,T) = log [PM(O’T)} + B(t,T)fM(0,t) — "—2(1 — e Y B(t,T)2.

PM(0,t) 4k

Jesté overime, zda je odvozeni korektni pro ¢ = 0: Mélo by nam totiz vyjit P(0,7T) =
PM(0,7):

P(0,T) = PM(0,T)exp{B(0,T)f(0,0) — B(0,T)r(0)} = PM(0,T).
Zaporné sazby

U Vagikova modelu jsme zminili pomérné velkou nevyhodu spodcivajici v mozné za-
pornosti urokovych sazeb. Rozdéleni sazeb u HW modelu je sice rovnéz normélni, tedy
pravdépodobnost zédpornych sazeb je také nenulovi, nicméné pii rozumnych hodnotéch
parametrid zanedbatelna, jak je patrné z tabulky:



Sazba

0.038 0.040 0.042 0.044

0.036

t\r(0) || 0.50% | 1.00% | 1.50% | 2.00% | 2.50% | 3.00% | 4.00% | 5.00%
1 4.81% | 0.71% | 0.06% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00%
2 3.45% | 0.97% | 0.21% | 0.04% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00%
3 2.00% | 0.73% | 0.23% | 0.06% | 0.02% | 0.00% | 0.00% | 0.00%
4 1.04% | 0.45% | 0.18% | 0.06% | 0.02% | 0.01% | 0.00% | 0.00%
5 0.49% | 0.24% | 0.11% | 0.05% | 0.02% | 0.01% | 0.00% | 0.00%
6 0.21% | 0.12% | 0.07% | 0.03% | 0.02% | 0.01% | 0.00% | 0.00%
7 0.08% | 0.05% | 0.03% | 0.02% | 0.01% | 0.01% | 0.00% | 0.00%
8 0.03% | 0.02% | 0.02% | 0.01% | 0.01% | 0.01% | 0.00% | 0.00%
9 0.01% | 0.01% | 0.01% | 0.01% | 0.01% | 0.00% | 0.00% | 0.00%
10 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 0.00%

Ilustrace na grafech

Na nésledujicich grafech je vykreslena CZK AA vynosova kiivka z 15.1.2008 (jeji hod-

noty byly ziskiny ze systému Bloomberg) a ji odpovidajici forwardova kiivka pro 6M splat-
nost. Na zakladé této forwardové kiivky je v dalsim grafu vykresleno 10 simulaci 6M sazby
(forwardova k¥ivka je v tomto grafu tuéné vyznacena). Poviimnéme si, Ze trend simulaci
kopiruje trend forwardové kfivky.

Vynosova krivka CZK 15.1.2008

T
4

T
6

C as (roky)

10

Sazba

0.055

0.050

0.045

0.040

0.035

Forwardova kfivka 6M CZK 15.1.2008

T T
4 6

C as (roky)

Obréazek 3: Vynosova a forwardové kiivka CZK
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HW model: 10 simulaci 6M CZK kfivky 15.1.2008

0.055
I

= Forwardova kfivka

Sazba
0.050
1

0.045

0.040

0.035

C as (roky)

Obrazek 4: Simulace 6M CZK kiivky

Ceny derivata

Stejné jako pro Vasickiv model lze i pro HW model odvodit explicitni ceny nékterych
arokovych derivati. Zde odvodime pomoci ceny call opce na dluhopis hodnotu arokové put
opce (flooru).

Bez odvozeni uvedeme, 7e cena evropské call-opce v Case t a splatnosti v T' na zero-bond
se splatnosti v .S a realizacni cenou K je nasledujici:

ZBC(t,T,S,K) = P(t,9)®(h) — KP(t, T)®(h — o)

1 — e—2k(T-1)
O'p = O 42]{; B(T,S)

1 P, S o
h = —log PL,S) e
op Pt T)K 2
Nyni odvodime cenu tirokové put-opce (flooru) v ¢ase ¢ s realizaci v ¢ase T' na sazbu s
tenorem 7 a s realizaéni sazbou X . Cenu s danymi parametry budeme znagcit Floor(t, T, 7, X).
Pro jeji vyplatni funkce v ¢ase T plati:

Payoff = max(7(X —14);0).

1T

Cenu odvodime z ceny call-opce se splatnosti v T na dluhopis se splatnosti v T'+7. Budeme
upravovat jeji vyplatni funkci tak, abychom dostali vyplatni cenu pozadovaného flooru.

—K:0) = 1-K—iKT;0
1+ir ) T e iKr;0)

1 1-K . 1-K
= , Kmax(( e —z) 7',0) —KFloor(t,T,T,TT).

PayoffZBC = max <
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. 1-K ) . _ 1
Vyraz 7 bude roven X. Snadno odvodime, ze K = 1.

Cena flooru tedy je:

1
Floor(¢t,T,7,X) = (1+7X)ZBC <t,T, S, 1+TX> .

Obdobné (nebo pies put-call paritu) ziskame i cenu trokové call opce (capu).
Vzorce pro ceny téchto derivati vyuzijeme v dals{ kapitole, kdy se pomoci nich budeme
snazit ziskat parametry modelu z aktualnich trznich dat.

6 Kalibrace

Je zfejmé, ze pro kvalitn{ aplikaci modeli tirokovych sazeb je nutné pracovat s takovymi
hodnotami parametri, které co nejvérnéji popisuji skute¢nost. Obecné se metody kalibrace
déli do dvou skupin:

1. Dynamické metody kalibrace - Tento pfistup odhaduje parametry z historickych hod-
not Grokovych sazeb.

2. Statické metody kalibrace - Tento piistup odhaduje parametry z aktudlnich trznich
dat (tzn. z aktudlni vynosové kiivky a aktudlnich cen derivatu.

Obecné plati, ze dynamické metody se pouZivaji pro kalibraci endogennich modeli,
kdy je pomérné snadné ziskat na zdkladé pozorovanych hodnot okamzité sazby vzorce pro
odhady parametrii. Naopak statické metody jsou vhodné pro kalibraci exogennich modeli,
protoze se pak nemusime zabyvat hodnotami vynosové k¥ivky (ta je vstupem modelu), ale
pouze hodnotami derivati.

6.1 Dynamické metody kalibrace

Na piikladu popiseme dynamickou kalibraci Vasickova modelu zaloZenou na aplikaci metody
maximélni vérohodnosti. Okamzitou sazbu bude reprezentovat 3M sazba. P¥i kalibraci
pouzijeme normalitu sazeb r(t) - parametry viz. (9). Pro pFehlednéjsi préaci oznacme velici-
nou V2 rozptyl r(t) v zavislosti na §s a a = e =% Casova délka t — s bude rovna
jednomu pracovnimu dni. Predpoklddejme, Ze méme k dispozici n+1 historickych hodnot
(za n+1 dni) 3M sazeb ro, 71, ..., . Pak plati:

rip1 = ar; +0(1 — a) + e, e, ~ N(0,V?). (14)

Vérohodnostni{ funkce maji nasledujici tvar:

L(ro, o), 0,0, V2) — ﬁ <27T1V2> > cop <_ (ri — ari_;‘;f(l — oz))2> (15)

i=1
n 1 1< )
logl = glog 52 ) " o2 ;(ri —ari—1 —0(1 —a))*. (16)
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Sazba

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

Odvodime parcialni derivace, poloZime je rovny nule a po chvili pocitdni dostaneme odhady
vSech t¥{ parametrii zadkladni rovnice Vagickova modelu:

~ log(a 1
k= 08(@) = log
t—s t—s
> [ri —ari]
’0\: =1 ~2
n(l—a)

n n

n
n Z riri—1 — T Z Tri—
i=1 ;

=1 =1

1

ny Tiq— Ti-1
i=1 i=1

n

~

~

)

2k Z [7“1' — aTi_l — 9(1 — &)]2

i=1

1— €—2E(t—s)

(17)

Na prvnim grafu na obrézku 5 vidime pribéh 11-leté historie 3M CZK AA sazby ziskané
ze systému Bloomberg spoletné s odhadnutymi parametry. Na druhém grafu je to samé
pro 3M EUR AA sazbu (7-leta historie):

Vyvoj 3M CZK sazby

k =0.264
theta = 0.021

sigma = 0.0063

Cas (roky)

Sazba

0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050

0.020

Vyvoj 3M EUR sazby

k =0.132
theta = 0.025
sigma = 0.0027

T
3
C

Obréazek 5: Vyvoj 3M CZK a EUR sazeb

as (roky)

Na obrazku 6 jsou nasimulovany 3M CZK sazby ve Vagickové modelu za pouziti odhad-
nutych parametri. Z obrazku je patrna konvergence k hodnoté 6 = 2.10%:
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Vasiekiiv model: 10 simulaci 3M CZK sazby 15.1.2008

0.04 0.05
I I

0.03
I

Sazba

0.02
I

0.01
I

Cas (roky)
Obrazek 6: Simulace 3M sazby

Prirozené plati, ze ziskané hodnoty nemusi odpovidat skutecné situaci na trhu: po
dosazeni do vzorci pro ceny dluhopisi a tdrokovych derivati mtzeme dostat ceny zcela
odligné od trznich. Vyhodou naopak je, Zze parametry jsou spoctené exaktnimi vypocty a
ze obdrzené vysledky jsou vétSinou interpretovatelné.

Co se tyka exogennich modelii, neni tento druh kalibrace pfFili§ vhodny, protoze je
pomérné zna¢nym problémem, jakym zptsobem zahrnout do vypocétu 9(t), tedy historii
forwardovych kfivek.

6.2 Statické metody kalibrace

Jak jiz bylo uvedeno, pouzivaji se statické metody v prevazné vétsiné pro exogenni modely.
Pro tento druh modeli se snazime stanovit takové hodnoty parametrt, abychom se mod-
elovymi cenami derivati (vynosovou kiivkou ne - ta je vstupem téchto modelu, takze ji
pfi kalibraci nebereme v tivahu) co nejvice pfiblizili trznim cenam derivatt. Pfipometnime,
Ze na trhu jsou ceny derivatl reprezentovany implikovanou volatilitou z Black-Scholesova
modelu. Z této volatility stanovime ceny derivati a nasledné (vétsinou metodou nejmengich
¢tvercl) parametry daného modelu.

Na nésledujicich grafech vidime vysledek kalibrace HW modelu na ceny capt a floori:
Na levém grafu metodou nejmengich ¢tvercii ziskame k i 6. Vidime, Ze parametr nédvratnosti
ke stfedu vychazi zaporny (-0.068), coz znamend, ze sazby diverguji od forwardové kiivky.
Takovy vysledek neni p¥ili§ uspokojivy, proto k zafixujeme na co nejmensi hodnotu (zde
0.01) a hybame pouze s 0. Vysledkem je pravy graf. Je patrné, ze zejména ceny floorii jsou
od reality na pravém grafu vzdalené&jsi nez ceny floorti na levém grafu, nicméné v pravém
grafu mame rozumnéjsi hodnoty parametri.
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Obrazek 7: Kalibrace na trzni hodnoty

7 vysledk tohoto pfikladu plyne jedna z nevyhod statické kalibrace - potencialni nein-
terpretovatelné hodnoty odhadnutych parametri. Naproti tomu dynamické metody davaji
témeér vzdy rozumné vysledky.

Pouziti statické kalibrace pro endogenni modely neni pfili§ vhodné, protoze mame p¥ilis
mnoho vstupnich dat (nejen ceny derivati, ale i vynosovou kiivku) a mélo parametri
modelu. Pokud bychom chtéli nakalibrovat Vagicktv model pouze na vynosovou kiivku,
mizeme pro data z 15.1.2008 dostat nésledujici, na prvni pohled nesmyslné, hodnoty:
# = 0.00079, k = 0.92766, 0 = —0.00000081.
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