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Motivace

Formalni shoda rady regresnich modelu.
= Linearni regrese
ANOVA
Logisticka regrese
Loglinearni modely
Multinomické modely

Snaha co nejuplinéji postihnout vzajemnou souvislost riuznych jevu:
Skodni frekvence v zavislosti na segmentaci,
prumérna vysSe skody v zavislosti na segmentaci,
stornovost v zavislosti na ¢emkoliv,
marketing...

Metoda schopna spravnych predpovédi, zohlednujici korelace i
interakce.

Prakticky pouzitelna, tj. v bézné praxi neprilis slozita.
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GLM - struktura modelu 1

Pozorujeme nahodnou veliCinu Y, jejiz kazdou realizaci y, (vysledek méreni)
povazujeme za kombinaci systematické slozky E[Y]. a nahodné slozky «.

v :E[Y]l.+gl. = U, + &,

Systematickou slozku se snazime vyjadrit pomoci vysvétlujicich veliCin X,
nahodna slozka je generovana podkladovym nahodnym dejem, ktery je
zodpovedny za rozdéleni p (y;) veli€iny Y.

GLM umoznuje na zakladé historie (n méreni) pfedpovidat systematickou slozku
pomoci zvolenych vysvetlujicich veliCin a zaroven respektovat nahodnost
podkladoveho déje.

Bohuzel ani zavislost p(x,,...,x,) ani rozdeleni p (y;) nemohou byt libovolne.
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GLM - struktura modelu 2

Predpokladame, ze systematicka slozka ., je prostrednictvim prosté a
diferencovatelné funkce g, tzv. spojovaci (l/nk) ‘funkce, spojena s tzv. linearnim
prediktorem n,, tj. linearni funkci parametru modelu.

g(/ui):ni = M :g_l(nz‘)
V ramci GLM je tedy systematicka slozka x funkci linearniho prediktoru 7.

Dale predpokladame, ze rozdéleni p veliCiny Y je z tzv. exponencialni rodiny
rozdéleni. Pro tato rozdeleni plati, ze jsou plné urCena stredni hodnotou a
rozptylem (maji az 2 volné parametry) a rozptyl je funkci stfredni hodnoty.

V modelu zvolime spojovaci funkci g, vysvétlujici veli€iny X, a na zakladé
predpokladu o rozdéleni p nahodné veliCiny Y hledame takove koeficienty
linearniho prediktoru, aby model co nejlépe vystihoval vysledky méreni.
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GLM - vysveétlujici proméenne 1

Linearni prediktor je nasledujici funkce

P
=le.j,8j+ si=l...,n
j=1

i=XB+¢&

X je tzv. konstrukéni matice (design matrix) neboli matice » x p, jejiz fadky
odpovidaji jednotlivym mérenim a sloupce tvori jednotlivé vysvétlujici
proménné. Aby byl model jednoznaéne definovan, musi mit matice X plnou
sloupcovou hodnost.

S jsou koeficienty, které vyjadruji vliv jednotlivych vysvétlujicich proménnych na
modelovanou veliCinu a jejichz hodnoty hledame.

& je tzv. offset neboli ¢len shrnujici vlivy, jejichz efekt na modelovanou veliCinu
zname a nepotrebujeme tedy, aby jej model odhadoval.

Vysvétlujici veli€iny, resp. proménné, mohou byt jak kvantitativni (spoijité),
napfiklad hmotnost, tak kvalitativni (kategorialni), napfiklad barva. Toto rozliSeni
je vSak Casto dano spiSe kontextem a volbou.

m Seminar aktuarskych véd 14. 3. 2008, Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzita Karlova v Praze




GLM - vysveétlujici proménne 2

Kategorialnimi proménnymi jsou hladiny (/levels) jednotlivych kategorialnich velicin,
faktoru (factors). Napfriklad veliCina barva muze mit nékolik hladin, které pak tvofi
jednotlivé proménne.

Kategorialni proméenné jsou takove, pomoci nichz sledujeme, zda méreni patfi nebo
nepatfi do néjake kategorie. Nabyvaji tedy typicky hodnot 1 — patfi, 0 — nepatfi
(Dummy variables).

Hladiny Ize zakddovat razné (1,0;-1,1;...) = matice kontrastu (contrast matrix).

U kategorialnich proménnych muze snadno dojit k linearni zavislosti. Napfiklad pro
proménné muz a zena, by platilo muz=1-Zena. Tyto zavislosti ohrozuji hodnost
design matrix, a tedy urcCitost modelu = je tfeba spravné zvolit kontrasty.

Absolutni Clen (intercept) f,, ktery v sobé obsahne vSechny zakladni hladiny
faktoru reprezentovanych kategorialnimi proménnymi takové obtize reSi.
VSechna mérfeni pak obsahuji tento absolutni Clen (zakladni hladinu) a proménné
popisuji pouze odliSnost od této reference. Mame pak jen nezavislé proménné a
absolutni Clen.
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Linearni model a metoda nejmensich étvercu

Obyc¢ejna metoda nejmensich ¢tvercl (n — pocet méreni, p — pocet parametrd modelu)

— —

=XB+& E ,8 varY = ol
varg = o’l

Sl

7T -
tzv. hat-matrix

2ra
e £

7 = N(xp.0t)= = N{B.(xX) o) R G-

o’ n—p
Zobecnéna metoda nejmensich Ctvercu — metoda vazenych nejmensich Ctvercu (w.l.s.)

Yy = XB + & 3  varY =o2Y
ﬁ 'B - ) EZSST
E 0 varé = oY

SY=S'XB+S e 5V =XB+E varY' =0l
varg' = ol
B=(X"TIX)' X2 varf=(X"2X] "6
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GLM - exponencialni rodina rozdeéeleni

Hustota pravdépodobnosti exponencialni rodiny rozdeleni ma obecne tvar

_b(Hi)+c
( ) (yi’¢)J

6 je kanonicky parametr souvisejici se stredni hodnotou, ¢ je rozptylovy parametr
souvisejici s rozptylem, a(¢) je spojita a kladna funkce b(0) (kumulantova
funkce) je dvakrat diferencovatelna konvexni funkce a c(y ¢) je funkce normuijici

p, hezavisla na 6.

p(v.:6,,4)= EXP( Y6,

db
=5/
a0, @)

1

Ely,]=u =

var(y,)=a, - )=a,(8)V ()

V je variancni funkce, obvykle a.(4)=¢ /w, kde w, je apriorni vaha i-t€ho meéreni
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GLM - exponencialni rodina rozdeéeleni

. . | Definiéni
Oznadeni “bor 9(,u) |
(kanonicky link)

Normalni , y7;
2

Poissonovo

Binomické hetmln) 0008 In &
my

Gamma G(u,v) , vin(vy)—=In(y)-In(r(»))

Inverzni 2 _1 3 i
verzni IG(,u,G ) — /=20 2(|n(2n¢y )+¢ J N

Gaussovo y

,»Blizci pribuzni:“ negativné binomické, Weibulovo, ... (Lognormalni NE)
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GLM — metoda maximalni verohodnosti

Reseni GLM = nalezeni nejvérohodné&jsiho odhadu S = hledani maxima
vérohodnostni funkce L (likelihood) , respektive jejiho logaritmu ¢
(loglikelihood), vUci parametrum Yo

L=fl[p(y,-;¢9,.,¢) leani{ny;zg)(a)

2
ol 06, oy, on, Vi~ ﬂ, oy, | on,
Zae o1, On, 0P, -3, V(i )( J -

= a( on, ) ou, ;

Maximum verohodnostni funkce se hleda numericky (Newton-Raphson, Fisher
scoring) <> metoda iteracné vazenych nejmensich ¢tvercu.

Odhad parametru ¢ |ze provest napfiklad pomoci zobecnéene Pearsonova2
statistiky nebo pomoci deviance D, resp. Skalované deviance D",

XZ i Z yV_g)) . ¢Z§—p

=D D" =2((y,dly)-20(20.dly)~ 1%,
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GLM - lterace — nastin...

Seminar aktuarskych véd 14. 3. 2008, Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzita Karlova v Praze




GLM - exponencialni rodina rozdeéleni
nad-rozptyl (overdispersion)

Za urcitych okolnosti nemusi byt splnéno, ze ¢ u binomického nebo Poissonova
rozdéleni je 1. Dochazi k tzv. nad-rozptylu (overdispersion).

V pfipadé binomického rozdéleni mize nad-rozptyl vznikat napriklad existenci
shluku (clusters) liSicich se pravdépodobnostmi sledovaného jevu (nebo velikosti).

Y=Z,+Z,++Z , Z ~Bilz,,k) Ex == varz, =’z(l-7) EY =mx

varY = mr(l-z)i+(k-1)r?| = o*mz(l-7x)

V pfipadé Poissonova rozdéleni muze totéz nastavat napfiklad pokud jedna
udalost pfispiva vice sledovanymi jevy nebo pokud je pravdépodobnost jevu rizna
pro rizné jednotky na nichz vyskyt jevu sledujeme.

Y=Z,+Z,++Zy Z,..Zy~iid. N=~Po(n) EY=ENEZ varY =ENEZ?
Ve druhém zminéném pripade je nachylnost k jevu u jednotlivych jednotek v souboru
ruzna. Tedy jev ma u kazdé jednotky Poissonovo rozdéleni, ale stfedni hodnota je u

kazde jednotky jina (inter-subject variability). Pokud maji stredni hodnoty v souboru
napr. gamma rozdeleni pak celkové pocty jsou rozdeleny negativné binomicky.
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GLM - kvazi-verohodnost

Pro specifikaci GLM jsme potrebovali pouze nezavislost méreni, spojovaci a
variancni funkci, bez odkazu na jiné vlastnosti rozdéleni.

Pokud pro nezavisla Y, zname stredni hodnotu a rozptyl, pak pro provedeni GLM
potrebUJeme navic pouze vérohodnostni funkci.

y =Yi—Hi
C o (u)
Eu. =0 varu.:; —Eaui = L s u(—)ﬁ
g () o, ¢V (1) G
u, odpovida v uvedenych vlastnostech derivaci logaritmické vérohodnostni funkce
—

Integraci (pokud Ize) ziskame ,néco jako" logaritmickou vérohodnostni funkci — tzv.
kvazi-vérohodnostni funkci nebo presnéji logaritmickou kvazi-vérohodnostni funkci
g (quasi-likelihood, log quasi-likelihood)

q = Zqz'
i=1
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GLM —priklad

ﬂMM
ﬁMM IBMM + ﬂSt

V B + B,
Ps Buw + B, + By
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Rozdéleni — Poissonovo . = e =l Py _ b ghzgShs { = Z)’i |n(ﬂi )_ = In(yi !)
Link — Logaritmus =

ol

¢=1000- 3,,,, —e” —In(10001) 0=~ —=2400~ v (1+ efs yefz 4 @fsth )
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+600- (8, + B, )—€" s —In(6001) o0

— 8 __ aBsi |aBum Poyins +B
+500-(8,,, + 3, )" —In(500!) P o )

+300-(By + B, + By )—€"+ 7P —In(300)  _ O o0 5 (e 4 P
opB,

By =6,9078

B, = —0,6932

B, =—0,5108
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Sestaveni a vyhodnoceni modelu

® Rozdéleni

= Analyza rozdéleni sledovaneé veliCiny, porovnani
vysledku modelu se skutecnosti

® Spojovaci funkce
= Prakticnost
- Realisticnost

® Vysveétlujici proménné, design matrix
- Volba veliCin
= Volba hladin kategorialnich veliCin
= Zahrnuti interakci

= Analyza vlivu jednotlivych promennych na vysledky
modelu
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Sestaveni modelu — rozdeéeleni

Volba rozdéleni vychazi z predchozi znalosti, zkuSenosti a podstaty
podkladového nahodného déje.

Spravnost volby Ize (ne nezavisle na zbytku modelu) overit pomoci riznych mér
rozdilu, rezidui, mezi merenymi a modelem predpovidanymi hodnotami.

Vhodnou volbou jsou tzv. deviancni rezidua, ktera jsou pri spravné volbé modelu
velmi dobre normalné rozdelena.

Vi
. =sign(y sign(y, — ). |2 [ 2= d ¢
AN -

Standardizovana devianc¢ni rezidua maji navic jednotkovy rozptyl.

T Slgn yl yl—t
il Jo-n)  Jol- h

h; jsou diagonalni prvky vlivoveé matice (hat-matrix) tzv. paky (leverage), kterée
popisuji vliv i-tého méreni na model, 1 — velky vliv, 0 — maly vliv
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Sestaveni modelu — spojovaci funkce

Kanonicky link zjednodusSuje tvar verohodnostni funkce, a jeho pouziti ma i jiné
priznivé dusledky, které vSak dnes, diky pocitacum, nejsou rozhoduijici.

Rozhoduji data a prakticnost — v pojistovnictvi je zpravidla prijemny multiplikativni
model s logaritmem jako spojovaci funkci. Pro binomické modely je tfeba link,
ktery zobrazuje hodnoty z intervalu <0,1> na <-«,%> - napr. kvantilové funkce.

Testovat Ize maximum verohodnostni funkce, kterého je mozné dosahnout s
ruznymi spojovacimi funkcemi.

xt -1
g(x’/,t): ,/1-‘/—‘0

In(x), A=0

g(x;A) prechazi od inverzni, pro A = -1, pres logaritmickou, pro A = 0, do identicke,

pro A =1, spojovaci funkce, a nabizi tak moznost urcit vhodnou spojovaci funkci

nalezenim maxima vérohodnostni funkce v zavislosti na A, a vybrat tak spojovaci
funkci maximalizujici vérohodnost.
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Sestaveni modelu — proménné — testovani

Pridavany by mély byt pouze proménné, které model signifikantné vylepsi.

Standardni mirou dobré shody modelu je deviance D, repektive
Skalovana deviance D°

Dva vnorené modely Ize tedy porovnavat srovnanim jejich skalovanych devianci,
pokud je parametr ¢ znamy (napfr. u Poissonova rozdéleni) (model w je
podmodelem modelu ).

D;_D;ZZ(EQ_gw)~Z6§/‘w—de’ df,, > df,
Pripadné, pokud je i ¢ odhadovane,
1D,-D, N a2

¢df —_df, Fdfw—dfg,dfg’ df, >df, ¢—7

Porovnavani riznych modeld — Akaikeho informacéni kritérium

aic =2 (g)+ p| vol- )+ p+1
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Sestaveni modelu — obecneé + priklad

Dostatec¢na expozice ve vsech kategoriich.
Rozumné chovani rezidui (viz vyse).

Konzistence v ¢ase — koeficienty dané veliciny by nemély jeden rok
vypadat uplné jinak nez jiny rok.

Urceni parametru prislusného dané proménné by meélo byt priméreneé
presné.

Deviancni testy modelu.
= |lustraéni pfFiklad: PoSkozeni zpusobené vinami na pridich lodi
e Typlodi (TS):A,B,C,D, E
Rok stavby (YC): 1960-64, 1965-69, 1970-74, 1975-79
Obdobi provozu (OP): 1960-74, 1975-79
Vlajka pod kterou lod pluje (FL): 10 kategorii
Celkova doba provozu v mésicich — expozice = offset
PocCet udalosti
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Ukazka NL — poskozeni lodi

Residuals vs Fitted Normal Q-Q

Poissonovo rozdeleni s nad-rozptylem
Nulovy model: YC, OP
D, = 62,365; df, = 29; ¢,= 2,85

Residuals
Std. deviance resid.

1. model: ST, YC, OP
D, = 38,695; df, = 25; ¢,= 1,69
3.9 =F~F,,5->p=0,02

Predicted values Theoretical Quantiles

Scale-Location Residuals vs Leverage

ST — signifikantni - zahrnout

o 2070

IStd. deviance resid.
Std. deviance resid

2. model: ST, YC, OP, FL
| D, = 20,965; df, = 16; ¢,= 1,09
T 1.8 = F~F4 45 ->p =0,14

00 01 02 03 04 05 06 0.7

Predited vlues Leverage FL — nesignifikantni - vylouCit
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Residuals

Cook statistic

Ukazka NL — poskozeni lodi

0.0 01 02 03 04 05

STB
STC
STD

Ordered deviance residuals

STE
YC1965-69
YC1970-74
YC1975-79

OP1975-79

Cook statistic

00 01 02 03 04 05

OOOO 0000 o ©O

5 10 15 20 25 30 35

Case

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
0.28276 -22.655 < 2e-16
0.23094 -2.353

(Intercept) -6.40590

-0.54334
-0.68740
-0.07596
0.32558
0.69714
0.81843
0.45343
0.38447

0.42789
0.37787
0.30674
0.19459
0.22077
0.30321
0.15380
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-1.607
-0.201

1.061
3.583
3.707
1.495
2.500

0.02681
0.12072
0.84230
0.29864
0.00143
0.00105
0.14733
0.01935

absolutni ¢len: STA, YC1960-64, OP1960-74




Ukazka — Analyza storen — vliv interakci 1

UkoncCeni zivotniho pojisténi béhem 2 let od sjednani
Databaze: 10 let zkusenosti — 851 955 smiuv.

Zkoumané faktory a jejich kategorizace, tak jak byly uvedeny klientem
pfi uzavieni smlouvy:

- pohlavi (Muz, Zena)

- vék (A71: 18-29, A2: 30-39, A3: 40-49, A4: 50-59, A5: 60+),

- manzelsky stav (M0O: svobodny/rozvedeny, M1: zenaty/vdana)
- déti (CO: zadne, C1: 1 a vice)

- vydélek (tisice K¢: E1: <10; E2: 10-20; E3: 20-30; E4:30+)

- sjednané poijisténi (T1: smrt bez podilu na zisku, T2: smrt podil na zisku,
13: doziti bez podilu na zisku, T4: doZiti s podilem na zisku, T5: unit link)

. pojistna &astka (tisice K& I1: 0-500, 12: 500-1000, I13: 1000+)
. distribuce (01, 02, 03, 04, O5)

- rok sjednani (kalendarni rok sjednani: Y1: 96-97, Y2: 98-99, Y3: 00-01, Y4:
02-03, Y5: 04-05)

. sidlo (obyvatelé: R1: <10000, R2: 10000-50000, R3: 50000-100000,
R4:>100000)
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Ukazka — Analyza storen — vliv interakci 2

Insurance type Marriage:Type

Multiplier
Multiplier

category Interaction category

Age:Type Type:Children

Multiplier
*
‘4 I |
Q.
[
&
|
L 4
1
¢
Multiplier

AA3TT2
AA4:TT2
AA3TT3
AA4:TT3
AASTTE
AA2:TT4
AA3:TT4
AA4:TT4
AA5:TT4
AA2:TTS
AA3:TTS
AA5:TTS

Interaction category Interaction category
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Typické modely, pouziti

Modelovana
veliéina Y

Skodni
frekvence

Pocet skod

Vyse skod

Pravdépodob
nost - storna

Link

In(x)

In(x)

In(x)

'n(lf xj

Rozdéleni

Poissonovo

Poissonovo

binomické

Skalovaci
parametr

1Um

Varianéni
funkce

x2

x@—x)

Apriorni vahy

expozice

pocet Skod / 1

Offset

In(expozice)
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Typické modely, pouziti

Modelovani prezivani, graduace — vyhlazovani zmerenych pravdepodobnosti.
Modelovani intenzit pfechodl mezi stavy ve zdravotnim pojisténi.

Fitovani rozdéleni vySe Skod v nezivotnim pojisteni.

Klasifikace rizik — modelovani nad-umrtnosti, storen, ...

Stanoveni pojistného

Modelovani IBNR
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