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Motivace

Formální shoda řady regresních modelů.
Lineární regrese
ANOVA
Logistická regrese
Loglineární modely
Multinomické modely

Snaha co nejúplněji postihnout vzájemnou souvislost různých jevů:
škodní frekvence v závislosti na segmentaci,
průměrná výše škody v závislosti na segmentaci,
stornovost v závislosti na čemkoliv,
marketing…

Metoda schopná správných předpovědí, zohledňující korelace i 
interakce.

Prakticky použitelná, tj. v běžné praxi nepříliš složitá.
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GLM – struktura modelu 1

Pozorujeme náhodnou veličinu Y, jejíž každou realizaci yi (výsledek měření) 
považujeme za kombinaci systematické složky E[Y]i a náhodné složky εi.

Systematickou složku se snažíme vyjádřit pomocí vysvětlujících veličin X, 
náhodná složka je generována podkladovým náhodným dějem, který je 

zodpovědný za rozdělení ρ (yi) veličiny Y.

GLM umožňuje na základě historie (n měření) předpovídat systematickou složku 
pomocí zvolených vysvětlujících veličin a zároveň respektovat náhodnost 

podkladového děje.

Bohužel ani závislost µi(x1,...,xp) ani rozdělení ρ (yi) nemohou být libovolné.

[ ] iiiii Yy εµε +=+= E
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GLM – struktura modelu 2

Předpokládáme, že systematická složka µi je prostřednictvím prosté a 
diferencovatelné funkce g, tzv. spojovací (link) funkce, spojena s tzv. lineárním 

prediktorem ηi, tj. lineární funkcí parametrů modelu.

( ) ( )iiii gg ηµηµ 1−=⇒=

V rámci GLM je tedy systematická složka µi funkcí lineárního prediktoru ηi.

V modelu zvolíme spojovací funkci g, vysvětlující veličiny X, a na základě
předpokladu o rozdělení ρ náhodné veličiny Y hledáme takové koeficienty 
lineárního prediktoru, aby model co nejlépe vystihoval výsledky měření.

Dále předpokládáme, že rozdělení ρ veličiny Y je z tzv. exponenciální rodiny
rozdělení. Pro tato rozdělení platí, že jsou plně určena střední hodnotou a 
rozptylem (mají až 2 volné parametry) a rozptyl je funkcí střední hodnoty.
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GLM – vysvětlující proměnné 1

nix
p

j
ijiji ,,1;

1

K=+= ∑
=

ξβη

Vysvětlující veličiny, resp. proměnné, mohou být jak kvantitativní (spojité), 
například hmotnost, tak kvalitativní (kategoriální), například barva. Toto rozlišení

je však často dáno spíše kontextem a volbou.

Lineární prediktor je následující funkce

ξβη
rrr

+= X

X je tzv. konstrukční matice (design matrix) neboli matice n x p, jejíž řádky 
odpovídají jednotlivým měřením a sloupce tvoří jednotlivé vysvětlující

proměnné. Aby byl model jednoznačně definován, musí mít matice X plnou 
sloupcovou hodnost.

β jsou koeficienty, které vyjadřují vliv jednotlivých vysvětlujících proměnných na 
modelovanou veličinu a jejichž hodnoty hledáme.

ξ je tzv. offset neboli člen shrnující vlivy, jejichž efekt na modelovanou veličinu 
známe a nepotřebujeme tedy, aby jej model odhadoval. 
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GLM – vysvětlující proměnné 2

U kategoriálních proměnných může snadno dojít k lineární závislosti. Například pro 
proměnné muž a žena, by platilo muž=1-žena. Tyto závislosti ohrožují hodnost 

design matrix, a tedy určitost modelu ⇒ je třeba správně zvolit kontrasty.

Kategoriální proměnné jsou takové, pomocí nichž sledujeme, zda měření patří nebo 
nepatří do nějaké kategorie. Nabývají tedy typicky hodnot 1 – patří, 0 – nepatří

(Dummy variables).
Hladiny lze zakódovat různě (1,0;-1,1;...) ⇒ matice kontrastů (contrast matrix). 

Absolutní člen (intercept) β0, který v sobě obsáhne všechny základní hladiny 
faktorů reprezentovaných kategoriálními proměnnými  takové obtíže řeší. 

Všechna měření pak obsahují tento absolutní člen (základní hladinu) a proměnné
popisují pouze odlišnost od této reference. Máme pak jen nezávislé proměnné a 

absolutní člen.

Kategoriálními proměnnými jsou hladiny (levels) jednotlivých kategoriálních veličin, 
faktorů (factors). Například veličina barva může mít několik hladin, které pak tvoří

jednotlivé proměnné.
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Lineární model a metoda nejmenších čtverců
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Zobecněná metoda nejmenších čtverců – metoda vážených nejmenších čtverců (w.l.s.)

Obyčejná metoda nejmenších čtverců (n – počet měření, p – počet parametrů modelu)
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GLM – exponenciální rodina rozdělení

Hustota pravděpodobnosti exponenciální rodiny rozdělení má obecně tvar
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θ je kanonický parametr související se střední hodnotou, φ je rozptylový parametr
související s rozptylem, ai(φ) je spojitá a kladná funkce, b(θ) (kumulantová

funkce) je dvakrát diferencovatelná konvexní funkce a c(y,φ) je funkce normující
ρ, nezávislá na θ .

V je varianční funkce, obvykle ai(φ)=φ /wi, kde wi je apriorní váha i-tého měření
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GLM – exponenciální rodina rozdělení
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GLM – metoda maximální věrohodnosti

Řešení GLM = nalezení nejvěrohodnějšího odhadu β = hledání maxima 
věrohodnostní funkce L (likelihood) , respektive jejího logaritmu 

(loglikelihood), vůči parametrům β
l
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Odhad parametru φ lze provést například pomocí zobecněné Pearsonovy X2

statistiky nebo pomocí deviance D, resp. škálované deviance D*.
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GLM – Iterace – nástin...
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GLM – exponenciální rodina rozdělení
nad-rozptyl (overdispersion)

Za určitých okolností nemusí být splněno, že φ u binomického nebo Poissonova
rozdělení je 1. Dochází k tzv. nad-rozptylu (overdispersion).

V případě binomického rozdělení může nad-rozptyl vznikat například existencí
shluků (clusters) lišících se pravděpodobnostmi sledovaného jevu (nebo velikostí).

kmZZZY /21 +++= L ( )kBiZ ii ,π≈ ππ =iE ( )ππτπ −= 1var 2
i πmY =E

( ) ( )[ ] ( )ππστππ −=−+−= 1111var 22 mkmY

V případě Poissonova rozdělení může totéž nastávat například pokud jedna 
událost přispívá více sledovanými jevy nebo pokud je pravděpodobnost jevu různá

pro různé jednotky na nichž výskyt jevu sledujeme.

NZZZY +++= L21 i.i.d.,1 ≈NZZ K ( )nPoN ≈ ZNY EEE = 2EEvar ZNY =

Ve druhém zmíněném případě je náchylnost k jevu u jednotlivých jednotek v souboru 
různá. Tedy jev má u každé jednotky Poissonovo rozdělení, ale střední hodnota je u 
každé jednotky jiná (inter-subject variability). Pokud mají střední hodnoty v souboru 

např. gamma rozdělení pak celkové počty jsou rozděleny negativně binomicky.
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GLM – kvazi-věrohodnost

Pro specifikaci GLM jsme potřebovali pouze nezávislost měření, spojovací a 
varianční funkci, bez odkazu na jiné vlastnosti rozdělení.

Pokud pro nezávislá Yi známe střední hodnotu a rozptyl, pak pro provedení GLM 
potřebujeme navíc pouze věrohodnostní funkci.
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ui odpovídá v uvedených vlastnostech derivaci logaritmické věrohodnostní funkce
⇒

Integrací (pokud lze) získáme „něco jako“ logaritmickou věrohodnostní funkci – tzv. 
kvazi-věrohodnostní funkci nebo přesněji logaritmickou kvazi-věrohodnostní funkci 

q (quasi-likelihood, log quasi-likelihood)
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GLM –příklad
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Sestavení a vyhodnocení modelu

Rozdělení
Analýza rozdělení sledované veličiny, porovnání
výsledků modelu se skutečností

Spojovací funkce
Praktičnost
Realističnost

Vysvětlující proměnné, design matrix
Volba veličin
Volba hladin kategoriálních veličin
Zahrnutí interakcí
Analýza vlivu jednotlivých proměnných na výsledky 
modelu
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Sestavení modelu – rozdělení

Volba rozdělení vychází z předchozí znalosti, zkušeností a podstaty 
podkladového náhodného děje.

Správnost volby lze (ne nezávisle na zbytku modelu) ověřit pomocí různých měr 
rozdílu, reziduí, mezi měřenými a modelem předpovídanými hodnotami.

Vhodnou volbou jsou tzv. devianční rezidua, která jsou při správné volbě modelu 
velmi dobře normálně rozdělena.
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Standardizovaná devianční rezidua mají navíc jednotkový rozptyl.

hi jsou diagonální prvky vlivové matice (hat-matrix) tzv. páky (leverage), které
popisují vliv i-tého měření na model, 1 – velký vliv, 0 – malý vliv
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Sestavení modelu – spojovací funkce

Kanonický link zjednodušuje tvar věrohodnostní funkce, a jeho použití má i jiné
příznivé důsledky, které však dnes, díky počítačům, nejsou rozhodující.

Rozhodují data a praktičnost – v pojišťovnictví je zpravidla příjemný multiplikativní
model s logaritmem jako spojovací funkcí. Pro binomické modely je třeba link, 
který zobrazuje hodnoty z intervalu <0,1> na <-∞,∞> - např. kvantilové funkce.

Testovat lze maximum věrohodnostní funkce, kterého je možné dosáhnout s 
různými spojovacími funkcemi.

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−

=
0,ln

0,1
;

λ

λ
λλ

λ

x

x
xg

g(x;λ) přechází od inverzní, pro λ = -1, přes logaritmickou, pro λ = 0, do identické, 
pro λ = 1, spojovací funkce, a nabízí tak možnost určit vhodnou spojovací funkci 
nalezením maxima věrohodnostní funkce v závislosti na λ, a vybrat tak spojovací

funkci maximalizující věrohodnost.  
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Sestavení modelu – proměnné – testování

Přidávány by měly být pouze proměnné, které model signifikantně vylepší.

Standardní mírou dobré shody modelu je deviance D, repektive
škálovaná deviance D*
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1

* d12
µφ

Dva vnořené modely lze tedy porovnávat srovnáním jejich škálovaných deviancí, 
pokud je parametr ϕ známý (např. u Poissonova rozdělení) (model ω je 

podmodelem modelu Ω).

( ) Ω−ΩΩ >−=−
Ω

dfdfDD dfdf ωωω ω
χ ,~2 2** ll

Případně, pokud je i φ odhadované, 
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,~ˆ
1

,
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X 2
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( )[ ] ( )[ ]1ˆ2ˆ2 ++−∨+−= ppAIC ββ ll

Porovnávání různých modelů – Akaikeho informační kritérium
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Sestavení modelu – obecně + příklad

Dostatečná expozice ve všech kategoriích.

Rozumné chování reziduí (viz výše).

Konzistence v čase – koeficienty dané veličiny by neměly jeden rok 
vypadat úplně jinak než jiný rok.

Určení parametru příslušného dané proměnné by mělo být přiměřeně
přesné.

Devianční testy modelu.
Ilustrační příklad: Poškození způsobené vlnami na přídích lodí

Typ lodi (TS): A, B, C, D, E
Rok stavby (YC): 1960-64, 1965-69, 1970-74, 1975-79
Období provozu (OP): 1960-74, 1975-79 
Vlajka pod kterou loď pluje (FL): 10 kategorií
Celková doba provozu v měsících – expozice = offset 
Počet událostí
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Ukázka NL – poškození lodí
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Poissonovo rozdělení s nad-rozptylem
Nulový model: YC, OP

D0 = 62,365; df0 = 29; φ0 = 2,85

1. model: ST, YC, OP

D1 = 38,695; df1 = 25; φ1 = 1,69

3.5 = F~F4,25 -> p = 0,02

2. model: ST, YC, OP, FL

D2 = 20,965; df2 = 16; φ2 = 1,09

1.8 = F~F9,16 -> p = 0,14

ST – signifikantní - zahrnout

FL – nesignifikantní - vyloučit
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Ukázka NL – poškození lodí
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Coefficients:                              

Estimate  Std. Error  t value   Pr(>|t|) 
(Intercept) -6.40590    0.28276 -22.655  < 2e-16
STB         -0.54334    0.23094  -2.353  0.02681
STC         -0.68740    0.42789  -1.607  0.12072
STD         -0.07596    0.37787  -0.201  0.84230
STE          0.32558    0.30674   1.061  0.29864

YC1965-69    0.69714    0.19459   3.583  0.00143
YC1970-74    0.81843    0.22077   3.707  0.00105
YC1975-79    0.45343    0.30321   1.495  0.14733
OP1975-79    0.38447    0.15380   2.500  0.01935

absolutní člen: STA, YC1960-64, OP1960-74
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Ukázka – Analýza storen – vliv interakcí 1

Ukončení životního pojištění během 2 let od sjednání
Databáze: 10 let zkušeností – 851 955 smluv.
Zkoumané faktory a jejich kategorizace, tak jak byly uvedeny klientem 
při uzavření smlouvy:

• pohlaví (Muž, Žena)
• věk (A1: 18-29, A2: 30-39, A3: 40-49, A4: 50-59, A5: 60+),
• manželský stav (M0: svobodný/rozvedený, M1: ženatý/vdaná)
• děti (C0: žádné, C1: 1 a více)
• výdělek (tisíce Kč: E1: <10; E2: 10-20; E3: 20-30; E4:30+)
• sjednané pojištění (T1: smrt bez podílu na zisku, T2: smrt podíl na zisku, 

T3: dožití bez podílu na zisku, T4: dožití s podílem na zisku, T5: unit link)
• pojistná částka (tisíce Kč I1: 0-500, I2: 500-1000, I3: 1000+)
• distribuce (O1, O2, O3, O4, O5)
• rok sjednání (kalendářní rok sjednání: Y1: 96-97, Y2: 98-99, Y3: 00-01, Y4: 

02-03, Y5: 04-05)
• sídlo (obyvatelé: R1: <10000, R2: 10000-50000, R3: 50000-100000, 

R4:>100000) 
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Ukázka – Analýza storen – vliv interakcí 2
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Typické modely, použití
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Typické modely, použití

Modelování přežívání, graduace – vyhlazování změřených pravděpodobností.

Modelování intenzit přechodů mezi stavy ve zdravotním pojištění.

Fitování rozdělení výše škod v neživotním pojištění.

Klasifikace rizik – modelování nad-úmrtnosti, storen, ...

Stanovení pojistného

Modelování IBNR
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