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Geograficky efekt v pojisténi

» Rizikovost je prostorové heterogenni
« Silny vliv faktoru jako doprava, klima, kriminalita...
* Vznika potfeba zachytit prostorové rozdily s
omezenymi daty:
« Nerovnomeérna data (mésta vs. venkov)
- Agregovana data (PSC, okresy)
 Volatilita kvali nizké expozici (pfiliS malé objemy v
nékterych segmentech)

» Cilem je vytvorit hladkou, stabilni a predikéné silnou
geografickou mapu rizika, ktera:

* Odpovida realité

 Je stabilni i pri nizkych objemech dat

* Robustnost viéi odlehlym hodnotam (outliers)
* Implementovatelnost do ratingove struktury
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* Limitace administrativniho Clenéni

- B&zné administrativni jednotky (PSC, okresy)
neodpovidaji skuteCné geografii rizika — vznikaji
skoky, extremy a nestabilita

"VSe souvisi se v§im, ale blizké véci
spolu souvisi vice nez ty vzdalené."

Waldo Tobler
First Law of Geography




Data

* Pro prezentaci byla pouZzita volné dostupna data: < Pro demonstraci, mapy a grafy bylo pouzito R:

 Kriminalita - kriminalita.policie.gov.cz - Specialné pro shapefily a idaje o rozdéleni CR
- Dopravni nehody - nehody.policie.gov.cz/ pak byl pouzit balicek RCzechia -
- Pocet obyvatel - csu.gov.cz github.com/jlacko/RCzechia
* Kriminalita — * Dopravni nehody
— frekvence, vazena pocCtem obyvatel — Puavodni data s pfesnou lokaci
(okres/PSC) — frekvence, vazena podtem

obyvatel (okres/PSC)
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https://nehody.policie.gov.cz/
https://nehody.policie.gov.cz/
https://csu.gov.cz/
https://github.com/jlacko/RCzechia
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Pro¢ administrativni hranice selhavaji v modernim pricingu?

« Administrativni vs rizikova geografie: Nehody nerespektuji hranice
segmentl. Rizikovost se méni spoijité (krajina, provoz), nikoli skokové

« Past malych Cisel (Small Area Problem): VétSina segmentt ma pfili§ malou
expozici. Rozptyl odhadu roste

» Ddusledek: Nizka robustnost - jedna Skoda neumérné vychyli odhad.
Nejedna se o signal, ale o Sum

* Nekonzistence: Sousedni vesnice s podobnym charakterem maji
dramaticky odlisné sazby

*  Obchodni problém: Klienti na hranicich zén Celi cenovym skokum, které
neumime vysveétlit niCim jinym nez Sumem v datech
« Cil: Najit hladky trend, nikoli ,zubatou® kfivku
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Od 1zolované informace k souvislostem

Princip pujc¢ovani informace: Kdyz jedna oblast nema dostatek dat, ¢ast
informace si ,,pujci“ (borrowing strength) od svého okoli

Odhad (intuitivné):

* [ = vlastni data @ informace z okoli

Hledame kompromis:

* Snizit rozptyl (Sum) za cenu mirného vychyleni (pfimichani okoli)

Malé objemy — vysoky rozptyl odhadu
* Odhad je silné ovlivnén nahodou

— 0.2
- X] = [,l] + Ej, Ej"'N(O,—_)

nj j — index regionu
» Spolehlivost roste s vice daty — klesa rozptyl n; - expozice
=\ _ 02 = 1 X;; - jednotliva pozorovani v regionu j
- Var(X;) = — kde X; = —X, X;; T
J J X; - vybérovy pramer region j

uj - neznama hodnota parametru
€; - nahodna chyba
a2 - rozptyl
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Spojitost vs. Diskrétnost

Faktory ovliviiujici riziko se nemeéni skokové
« Skutecne riziko je hladka funkce v prostoru

- l’l(xr y)

(x,y) — soufadnice (oblasti, Skody)

R _ 1 . u(x,y) - skute€na rizikova funkce

- :uPSCj(x» y) = Xj = n_jZiXij ,(x,y) € PSC; PSC; - mnozina bodu, které spadaji do dané oblasti
fpst, (x,y)- diskrétni odhad

Administrativni hranice vytvari blokové konstantni odhad

Vysledkem je vysoka chyba diskretizace

- E [(u(x, ) — Apsc(x, y))2] >0

Dusledek: nahrazujeme detailni profil hrubym primeérem

* Vznika rozdil mezi realitou a modelem (Bias), ktery nelze
odstranit vétSim mnozstvim dat, pouze zménou metody

- ulx,y) # fpse(x,y)

e W



2. Teorie kredibility
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ProcC kredibilita?

Malé segmenty maji vysoky rozptyl odhadu
« Lokalni primér je uziteény, ale nestabilni
Globalni prumér je stabilni, ale necitlivy
 Ignoruje lokalni strukturu *
Kredibilita kombinuje obé informace 5
pfret =z, X+ (1-2;) - M, Z; € [0,1]

Cilem je stabilizace odhadu, ne nalezeni idealniho modelu
Kredibilita je v pojistovnictvi vSudypritomna
ohodnoceni rizikovosti flotil, systém bonus—malus, rezervovani..

ffe® — kredibilni odhad pro region j

Z; - kredibilni faktor
M — globalni pramér
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Kredibilni faktor Z

« Z vyjadruje spolehlivost lokalniho odhadu

* Roste s objemem expozice n

A2
— o
et =7 X+ (1-2;) - M, Z; € [0,1] k==
. . . . J J
* Je nutné najit spravnou vahu Z: s 12 2 Lde <2 1 Z(X
v, p . = — ST, e ss = .. o—
 Lze pouzit obecny model Biihimann—Straub: d ] & J S =14 ; Y
j= j=
n.
A J A2
T onj+k 22 o 1 Z(Y—M)Z—U—
-1 : n
J:
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e — kredibilni odhad pro region j

Z; - kredibilni faktor

M — globalni prdmér

62 - odhad vnitroskupinového rozptylu, vnitfni variabilita v segmentech
2 - odhad meziskupinového rozptylu, variablita mezi segmenty

n - prumérna expozice v regionu

J — celkovy pocet segment

— Parametr k je tzv. kredibilni konstanta

J

.)2



Jak kredibilita ovliviiuje chybu odhadu
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Celkova chyba odhadu = rozptyl + systematicka odchylka
MSE(8) = Var(8) + (E[0] — 6)°
\ )\ ;

Y Y
nahoda syst. odchylka

Kredibilita
Snizuje rozptyl (stabilizuje lokalni odhady)
Nefesi problém diskretizace (hranice PSC)
Mame stabilngjsi, ale stale zubatou mapu
Systematicka odchylka zustava

E[aree® (x, )] # u(x, y)




Nedostatky teorie kredibility

- Resi pouze rozptyl odhadu, ne strukturu rizika

- Nesnizuje systematickou odchylku zptisobenou PSC

« Stale jde o kusovou aproximaci prostoru

« Kredibilita stahuje odhad ke globalnimu priméru (M), nikoliv k sousedim
 Ignoruje prostorovou souvislost: Sousedni oblasti se navzajem neovlivhuji
« Je to baseline, nikoliv finalni model
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Pokrocil¢ varianty kredibility a jejich limity

» Hierarchicka kredibilita (Hierarchical Credibility)
- Vlyuziva vnofenou strukturu regionti (PSC c Okres c Kraj c CR)
«  Princip: Pokud PSC nema data, pUjéi si od okresu, ten pfipadné od kraje
« Matematicky: Rekurzivni aplikace kredibilniho vzorce pro vice urovni
« Limit: Stale jde o diskrétni bloky. Hranice kraje vytvofri skok v sazbé, i kdyz jsou obce sousedeé.

« Kredibilita s prostorovou kovarianci (Spatial Credibility)
* Opusténi pfedpokladu nezavislosti mezi regiony
- Zavadi korelaci na zakladé vzdalenosti regionu dj,

Cov(X;,Xy) # 0

* Naroc¢né na odhad parametrt a vypocet

wtwco.com



4

Kredibilita — PSC
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Kredibilita — Okres




3. Prostorove vyhlazovani
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ProC potiebujeme prostorove vyhlazovani?

* Povaha rizika je spoijita, nikoliv skokova
« Faktory rizika se méni plynule

Formalizace — proto modelujeme riziko jako spojitou
funkci v prostoru

- w:R*->R

- PSC tvofi pouze po ¢astech konstantni aproximaci
— fpsc(x,y) % u(x,y)

« Kredibilita stabilizuje odhady, ale nevyuziva geografickou
blizkost

* Vyuziti prostorové autokorelace: Blizké body nesou nejvice
informace

* maji podobné riziko — pfispivaji k odhadu ’
Cilem je stabilni a realisticka rizikova mapa, ktera respektuje
spojitost prostoru

- f(x,y) = ulx,y)

e w




Dve€ cesty
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Oba pristupy maji stejny cil — odhadnout hladkou funkci

prostoru

Jadrové vyhlazovani (Kernel smoothing)

Filosofie — ,lokalni primérovani*

Vypocet vazeného priméru okoli

_ 2 Kn(dy) - Y

ﬁ(x,y) -

Y Kn(dy)

Zobecnéné aditivni modely (GAM)
Filosofie — ,Globalni optimalizace”
Hledani kompromisu mezi vérnosti datum a hladkosti

[ = argmin
u

Z(Yz — ll(xiJ’i))z + A (u)

l

rizika v

d; - Eukleidovska vzdalenost mezi cilovym bodem (x, y) a daty
(X3, ¥1)

K, — jadrova funkce

h - parametr Sifky pasma (Bandwidth)

A — vyhlazovaci parametr

J(u) - funkce penalizace ,viInitosti“

Y; - hodnota rizika v daném segmentu i



Mapy, volba parametru
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4. Jadrove vyhlazovani

h =10km
wtwco.com l




Jadrove vyhlazovani (kernel smoothing)

* Nejprimé&jSi forma prostorového vyhlazovani
* Odhad v bodé = lokalni vazeny pramér
* Pro kazdy bod (x,y) se divame na blizka pozorovani
« VypocCitame vazeny priameér okolnich skod
« Vahy (typicky) klesaji s rostouci vzdalenosti
* Vysledkem je lokalné prumérovana mapa

- Sitku okoli Fidi parametr h (bandwidth)
* Intuitivni zapis - ji(x,y) = vazeny pramér dat v okoli (x, y)

- Vah
R (A2 0)) (4

h h

— w;—vahadati

— K —jadrova funkce (kernel)

— d — vzdalenost bodu

— h - Sifka vyhlazovaciho okna (bandwidth)
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Jadrove vyhlazovani (kernel smoothing)
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Formalné je vypocet rizika definovan
d:
A 5k (%)%
alxy) = a,
LK (%)

d; = \/(x —x)% + (y — y;)?

t_d
" h

Vahy urc€uje funkce K(t) (kernel)
- K(t)=0
— K(t) nerostouciprot >0
— K(t) = K(—t)

« Kernel K(t) urCuje, jak rychle klesa vaha pozorovani
s rostouci vzdalenosti — urCuje pouze tvar

- Existuje vice moznosti, jak kernel zvolit:

« (Gaussovsky
— Vzdalené body maji malou, ale nenulovou vahu

$2
K(t) = exp <— ?>

« Epanechnikov

— Vaha je nulova mimo dany interval, v intervalu je
parabolicka

K(t) = max(0,1 — t?)
* Rovnomérna
— VS8echna pozorovani v okruhu maji stejnou vahu

K(t) = 1g¢<1)
Vysledek je dominantné ovlivnén parametrem h (Sifka okoli)
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Parametr h (Bandwidth)

* Bandwidth h urCuje, jak Siroké okoli je zahrnuto do vypoctu, a tedy
— jak hladky nebo detailni bude odhad.

- Malé h — detailni povrch, vysoky rozptyl 5

* Velké h — prehlazena mapa
* Volba h neni trivialni. Existuje nékolik moznosti
« Cross-validation (nejCasté;si)
— VypocCet chyby probé&hne pro vice hodnot h, nasledné je vybran
parametr s nejmensi
* Heuristiky podle hustoty dat
— napf. menSi h ve méstech, vétsi na venkové
— Adaptivni jadroveé vyhlazovani
« Teoretické vzorce existuji, ale v praxi se nepouzivaji
* Pro jadrové vyhlazovani je volba parametru h nejdulezitéjsi
« Zavisi na ni trade-off mezi systematickou odchylkou a rozptylem

1
syst.odchylka(@) «< h?, Var(j) o )

wtwco.com
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Limity jadrového vyhlazovani

« Statisticka omezeni:
 Ignoruje dalSi ratingové faktory (pracuje jen s polohou)

« Jeden globalni parametr h je malo flexibilni pfi nerovhomérné
hustoté dat

* Vysledek je extremné citlivy na volbu h
» Okrajovy efekt (Boundary bias) — zkresleni na hranicich

* VypocCetni a praktické limity:
- Spatné skalovatelna metoda — vysoka vypodetni naroénost u
velkych portfolii

* Nevhodné jako finalni tarifni model — spiSe nastroj pro ilustraci
a pruzkum rizika
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Jadrove vyhlazovani bez presnych souradnic

ZjEPSC Kh(dj) - Xj -y

* Neni nutné pracovat s presnymi souradnicemi Skod ax,y) =
» Lze vyuzit aproximace polohy )y jepsC Kh(dj) "1
« Veskeré zaznamy jsou umistény do t&Zisté PSC X; - vyb&rovy pramér

- PSC s vy3si expozici maji v&tsi vliv n; - expozice daného PSC

o /Ztrata vnitfniho detailu

- Stale vSak jde 0 vyrazné lepsi odhad nez puvodni mapa zalozena na hrubych
prameérech PSC
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Jadrové vyhlazovani — PSC
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Pocet
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5. Zobecnén¢ aditivni modely (GAM)




Od jadrového vyhlazovani ke GAM
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Kernel smoothing poskytuje spravnou ,vychozi uvahu®:
« vyuziva informaci z okoli (geografickych sousedu)

« vytvari hladky prostorovy povrch

Jeho nevyhody vSak brani pouZziti ve finalnim tarifu:

* nezahrnuje ostatni ratingové faktory

* Vysoka citlivost modelu na volbu vyhlazovaciho parametru
* Vysoka vypocCetni naroCnost na velkych portfoliich
Proto potfebujeme model, ktery:

 Integruje prostor souCasné s ratingovymi faktory

« Automaticky voli hladkost

* Pfirozené rozsifeni standardnich GLM modelu

* Vytvari hladky povrch

« poskytuje stabilni odhady a transparentni statisticka kritéria
(AIC, GCV)




GAM: Spojeni prostoru a tradiCnich faktoru

Tyto pozadavky splnuje Generalized Additive Model (GAM)
* GAM = GLM + hladky prostorovy efekt

gu) = Bo + s(x;,y;) + f1(vék) + B, (typ paliva) + - (") - link funkce

f () - hladka funkce
B — regresni koeficient

Cilem je modelovat plynulou geografickou mapu rizika

Prostorovy efekt je reprezentovan hladkou funkci s(x, y):

 vytvari dvourozmerny povrch

» zachycuje prostorové trendy

* potlaCuje Sum v oblastech s malou expozici

* respektuje blizkost pozorovani (Cim bliz, tim vétsi vliv na
odhad)

Umozriuje integrovat geografickou informaci prfimo do tarifu bez
slozitych interakci.
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Prostorovy efekt s(x, y)

* Funkce s(x,y) je slozena pomoci bazovych funkci

jejichz vahy jsou odhadnuty z dat
— Obecna reprezentace

M
S(x»y) — Z Ymbm (x,y)
m=1

— by (x,y) — bazove funkce (basis functions)
— vm — koeficienty (odhadnuty z dat)

« Vytvari plynulou geografickou mapu rizika

« Parametry jsou odhadovany souCasné v ramci
modelu

« Eliminuje umélé skoky na hranicich regionu

» Jeho hladkost fidi penalizaéni parametr A

wtwco.com

* Penalizace ,zvinéné® funkce

— Penalizace omezuje, jak moc se tato kombinace
bazovych funkci muze ohybat

— P¥idava k odhadu s(x, y) trest za pfili§ zakfiveny
povrch
* Vyznam bazové reprezentace

* Umoznuje flexibilné modelovat hladky prostorovy
povrch

- Vysledkem je hladka funkce s(x,y), ktera
zachycuje skutecné trendy a potlacuje sum.

* NejcCastéjSi volba bazi v geografii
« Thin Plate Regression Splines (TPRS) —
standardni volba pro 2D prostory

« Duchon splines — modernéjsi varianta, lépe
skaluje ve vétsSich datech
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Penalizovana vérohodnost (Penalized Likelihood)

*  GAM nehleda lokalni primér jako kernel smoothing

* Model optimalizuje cely tvar funkce najednou s(x, y) — tedy hleda
globalni optimum

§ = argmin[—2¢(f,s) + A/ (s)]

S
* (B, s) — logaritmicka vérohodnostni funkce %
* J(s) — mira zakfiveni funkce, A — sila penalizace
« Optimalizace ma dveé slozky:
* log-vérohodnost — aby model dobre popisoval data
« penalizacni Clen — kontrolujici hladkost funkce

92s\° 925\
](S)—JJ <6x2> <7> +2<6xay> dx dy
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M¢éreni chyby (Deviance) a volba hladkosti (4)

A fidi miru hladkosti prostoroveé funkce s(x, y)
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Je to analogie k bandwidth parametru v jadrovém vyhlazovani

Parametr A je urCen pfi trénovani modelu, aby vyvazil fit a penalizaci n
Model optimalizuje penalizovanou vérohodnost pomoci Dpyiss = 2 Z (3’i In (&) — (y; — ﬁi)>
GCV (Generalized Cross-Validation) = Hi
D(A < i
A=arg m/lin @ 5 Dcomma = Zz (—ln (&) + M
(n — edf(/l)) = Hi Hi

— D(A) - mira chyby

— edf (A1) - efektivni stupné volnosti (Effective Degrees of Freedom)
REML (Restricted Maximum Likelihood)

— Pohlizi na vyhlazovani jako na smiSeny model (fixed-random effects)
— A je odhadovano jako pomér rozptylu Sumu ku rozptylu signalu.

2

R
Ao =", 1 =arg max REML(2)

O-Signal

)



KliCove diagnosticke metriky

« edf (effective degrees of freedom)

* Mira slozitosti prostorove funkce s(x, y)

* nizké edf — pfilis hladka mapa (typicky 1-5), hrozi podfitovani,

» stfedni edf — rozumné vyvazeni hladkosti a detailu (10-30),

* vysoké edf — pfilis flexibilni povrch, riziko prefitovani (>40).

A — sila penalizace zakriveni

« UrCuje, jak moc je penalizovano ,ohnuti“ povrchu.

« vysoké 4 — hladky, stabilni povrch,

* nizké A — detailni, ale rizikovy povrch.

k-index — kontrola dostateCné velikosti baze

* k-index < 1 — nedostateCny pocCet bazi — s(x,y) narazi na
limity, nutno zvysit k.

p-hodnota

« Signifikance prostorového efektu

Porovnani verzi

- PSC vs. GAM

« Jadrové vyhlazovani vs. GAM

o wtw




Prinos GAM

« ZvySena interpretovatelnost

Aditivni struktura zajiStuje transparentnost

GAM umoznuje izolovat a vizualizovat efekt kazdého faktoru
nezavisle

Vysledna sazba je prostym souctem vlivu. Diky tomu je model
auditovatelny a obhajitelny pfed regulatorem

« Statisticky pfistup

- Eticka a regulacni obhajitelnost tarifu

wtwco.com

Model produkuje spoijitou rizikovou plochu — férové tarifovani




5. Aplikace a dopady




Validace, interpretace a Business Value GAM modelu

Statisticka validace
* edf, A, k—index sy
* Vyznam prostorového efektu

- Geograficka validace wt &
- Stabilita v oblastech s nizkou kredibilitou o %’}p .
« Absence umélych hran $ h

«¥.
“v Y ’y’
+ Konzistence se sousednimi oblastmi (kontinuita trendu) # <% g"; by .
j -

Obchodni validace ‘%.. & ¥
» Dopad na portfolio (relativni zména sazeb podle region() '

« Srovnani se znamymi rizikovymi oblastmi
Porovnani verzi
- PSC vs. GAM

« Jadrové vyhlazovani vs. GAM

wtwco.com I



Finalni srovnani

- PSC
» Po Castech konstantni mapa — ostré hranice
* Vysoka nestabilita v malych objemech
* Nevhodné jako finalni geograficka vrstva

* Teorie kredibility
- Stabilizuje odhady pfi malych objemech
* NeresSi prostorovou blizkost ani skuteCny tvar rizika
* Pouze zmirnuje problém
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Finalni srovnani
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Jadrové vyhlazovani

* Plynula mapa, intuitivni pfistup
« Citlivé na parametr h, Spatné Skalovatelné
*  Neumi kombinovat prostor + ratingové faktory

GAM
Plynula, stabilni a realisticka mapa rizika
Automaticka volba hladkosti 1 (GCV/REML)

Kombinace prostoru + ratingovych faktor v ramci
GLM

NejvhodnéjSi metoda pro tarifni modelovani



De¢kuji za pozornost.




Apendix - zdroje
Wood, S. N. (2017). Generalized Additive Models: An Introduction with R (2nd ed.). CRC Press.
Frees, E. W. (2010). Regression Modeling with Actuarial and Financial Applications. Cambridge University Press.

Bivand, R. S., Pebesma, E. J., & Gomez-Rubio, V. (2013). Applied Spatial Data Analysis with R (2nd ed.).
Springer.

R baliéek RCzechia - github.com/jlacko/RCzechia

Kriminalita - kriminalita.policie.gov.cz
Dopravni nehody - nehody.policie.gov.cz/
Pocet obyvatel - csu.gov.cz
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