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Zajisténi v rezervovacich modelech

V praxi se pro vypocet rezerv pro Cisté Skody uZivaji dvé
metody
» Vypocet pfimo z Cistych dat
» VyzZaduje historickou informaci o €istych Skodach
» Pokud se zajisténi méni, nemusi byt spinény predpoklady
modell
» Uplatnéni koeficientu na rezervu pro hrubé Skody
» Zkreslené pro neproporcionalni zajisténi
» Pili§ zjednodusujici pro stochastické modely



Log-linearni modely

Inkrementalni platby C;; : Y = log(C;;)
Yij =mj +¢j, € ~N(0,07)

Model pro mj
mi; =C + ¢qj +ﬁj,

alternativné (Hoerl curve)

mjj = ¢ + a; + G log(j) + i

» Odhady blizko chain ladder, ale ne stejné.
» Prirlistky musi byt kladné - problém pro hlasené Skody.



Wrightliv model

Podepreni log-linearniho modelu sloZzenym rozdélenim pro
inkrementalni platby

ECjj = EN;EX;,
Var(Cj) = ENj Var(X;) + EXVar(N).
Poissonovo rozdéleni pro pocty Skod
EN; = ejajrij e = Var(Ny).
Rozdéleni gamma typu pro inkrementalni vysSe Skod
EX; = e’ (DK™,

VarXjj = EX?v,



Zobecnéné linearni modely (GLM) - Over-dispersed
Poisson (ODP)

Modeluji se inkrementalni Skody pfimo
ECjj = m,
Var(Cij) = d)mij.
Struktura m;;

log(mjj) = ¢ + i + f;.

» Parametry se odhadnou metodou maximalni vérohodnosti.
» Best estimate odpovida odhadu pomoci chain ladder.

» Jednotlivé prirlistky mohou byt i zaporné, stfedni hodnota
vSak musi byt kladna.



ODP Model - Bootstrapping

Parametrizace modelu

v

v

Utvoreni Pearsonovych rezidui

Cij — mij
lij = -
<I>mij

v

Simulace pseudo-Pearsonovych rezidui
Vypocet pseudo-dat

v

B B D e

v

Predpovedi Cj; = rﬁi‘j3 neobsahuji process error

v

Process error: Cj se simuluji z ODP-rozdéleni



MackUtv model

Rekurzivni model pro kumulativni Skody Dj;

E[Dj|Djj_1] = AjDjj—1,

Var[Dj|Dj_1] = 07Dj_1, j=2,3,....

Ekvivalentné pomoci vyvojovych faktor(
E[fj|Dj-1] = A,

Var[f; |D %

ar[fy|Djj_1] = m

UmoZznuje negativni prirlstky. Distribution free.



Model pro kumulativni Skody (prof. Mandl)

Model vychazi z trojuhelnika kumulativnich zaplacenych Skod
Xt—r,O Xt—r,l Xt—r,r

Xi—1,0 Xi—1,1

Xt 0-
a predpoklada, ze po r letech je vyvoj kazdé Skody ukoncen.
V souladu s predpokladem metody chain ladder

E{Xs,j+l|xs,0> (XX XS,j} = XsJCj
je definovan multiplikativni model
Xsjr1=Xsj (1 +(¢j — 1)Esjsa), 1)

kde Eg jsou i.i.d. n.v. majici pfi pevném j stejny druhy a treti
moment, které jsou nezavislé na {Xs o} a splnuji EEs; = 1.



Rezerva
Nediskontovana Skodni rezerva v Case t je
r—1
Z Xt_“' (Cj .Croq — 1)
j=0

Rezerva zvySena o rizikovou marzi (na Grovni spolehlivosti
75%):

r—1
Ry = Z E{Xt—jco—Xijj|A}+20.75 | Var Z(xt—j,oo = XeilA ],
j=0 j
kde zq 75 je napf. kvantil normalniho rozdéleni, nebo obecné
parametr vyjadfujici miru opatrnosti.



Alokované volné prostfedky

Oznacent:
Bt
Uo
Ut
F=1+Ii
G=1+(1—)i

zaslouzené rizikové pojistné v roce t ke
konci obdobi (deterministické),

pocatecni alokovany kapital,

kapital alokovany v Case t pFistimu obdobi,
kde i je zhodnoceni financnich prostredku,
kde + je primérna doba Ghrady Skod
béhem roku,

prvky na diagonale



Rizikova rezerva

Rizikova rezerva na konci roku t+1:
UH—l = UtF + Bt+1 + RtF — Rt+1—

r—1
— | Kega + Z(th+1 X)) + T X Eyap (o1 — 1) | G
=1
Up Vv jednokrokovém modelu se stanovi z P(U; < 0) = 0.005
pomoci NP2 aproximace

EU
0=EU; —Zp.905 EU1+ 1(20995 1).

1



Model pfi informaci o jednotlivych Skodach - Intuitivni
Gvaha

Idea: VeliCinu Xs ; budeme modelovat sloZzenym rozdélenim
N j
XS,j:ZYS,j,k) j:ov"'vrv
k=1
a uzijeme stejny model na jednotlivé Skody:
Yojsik = Ysju (1+(d = DEsjaai)

A co Skody nové se v trojahelniku objevujici?
— Nejprve zavedeme model pro pocty Skod.
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Model pro pocty Skod
Nt—r,o Nt—r,l Nt—r,r
Nt—10 Ni—11

Nt o-

Pro modelovani budeme vychazet z inkrementalniho
trojuhelnika

Nt—r,o Nt—r,l Nt—r,r



Model pro pocty Skod

Nsj|Nsj_1 ~ Po(bsjNsj 1), J=1,...r,
kde 0 <bs; < 1,bs;=0,j>r.

Nso ~ Po(\s).
Z predpokladu Poissonova rozdéleni plyne
E[Ns,j“\ls,j—l] = bS,jNS,j—la S > 07

ENgj = Xs,
Var[l(ls7j|NS7j_1] = bs,jNS,j—la S > O,
Val"l’\]o’j = )\s'



Model pro pocty Skod - rekurzivni vztahy

Stfedni hodnota:
E[NsjINsj_1] = E[Nsj_1 + Ngj|Nsj_1] =
=Nsj_1+Nsj_1bsj 1 = Nsj_1(1+Dbs;j_1),
Rozptyl:
Var[Nsgj|Nsj_1] = Var[Ns_1 + Ngj|Ngj_1] =

= VaI‘[Ns’j ‘Ns,j—l] = Ns,j—lbs,j—l'



Model pro pocty Skod - nepodminéna stfedni hodnota

Stfedni hodnota:

E[Ns,j] =E [E [Ns,j‘Ns,j—l]] =E [Ns,j—l(l + bs,j—l)] =

j—1
= (1+bgj_1)E[Ngj 1] =~ = As H(l + bs k)
k=0

Rozptyl:
Var[Ns ;] = Gs,0,jAs,

kde

j—1 - -1
Els,o,j :Z ( s,h H 1‘|‘bsk) H 1‘|‘b3| )+H(1+bs,k)2~
k=0

h=0 k=h+1



Model pro pocty Skod - konecny pocet v zavislosti na
diagonale

Stfedni hodnota:

r—1
E[Nt—jr] = Nej H(l + byjk)-
k=j
Rozptyl:
Var[Ne_j r[Nt—j ;] = Gt—j j,r—1Ni—j,
kde

r—1 r—1 h—1
Qi—jjr = Z (btj,h H (1 + bt_Lk)z H(l + bt“)) .

h=j k=h+1 i=j



Model pro vysSe Skod

Oznacime
m | ) ~
Ysyj,k7 I —O,...,j,k - 17"'7N57|7

Skody vzniklé vroce s =0---t ve vyvojovémroce j =0---r,
které se poprvé objevu;ji v trojuhelniku ve vyvojovém roce I.
Pro |=0,...,j mame multiplikativni model

Ysl,j+l,k = YS] K (1 + (dj — 1)Eé,j+l,k) ; 2

kde EI sjk Maji pro stejné j, k, | stejny druhy a tfeti moment, jsou
nezavislé na YJ | k @ maji stfedni hodnotu rovnu 1.

Pro Y;j K predpokladame, Ze maji stfedni hodnotu mg a rozptyl
2
s¢.



Model pro celkové Skody

Kumulativni Skodni Ghrn

NSJ

XS,j_ZZ s,j,k? .: 7"'7r' (3)

=0 k=1

Rozklad na Skody jiz znamé a Skody, které s v trojuhelniku
objevuji ve vyvojovém roce j + 1 poprvé

j+1 Ng g+l j NS] N, NEE]
X Y. A + YJ+1
sj+1 = sj+1k — s,j+1k si+1k —
1=0 k=1 1=0 k=1
Ns,j NSH—l

j
ZZ s;k1+(d sH—lk ZYJ,J—i-lk
=0 k



Model pro celkové Skody

Necht Isj je informace o veSkerych Skodach z roku s dostupnou

ve Vyvojovém roce j, NS,jaYSJka l=0,..j,k=1,.. N7

ElXsjt1llsj] = djiXsj + bsjNsjms

2 2
E[st,j+1||s,j] = djzxsz,j + (dj( ) djz)xs(,j)jL
+2X57jdj bs7j Ns,jms + bs,st,j mgz) + bg,jNéjmz
kde

- 2
d® = E [1 +(d — 1)Eg+1] ,

Z

J s,

~ vl
Z Y71+1k

=0 1

=
I



Porovnani s modelem pro kumulativni Skody (Mandl)

Model bez informace o jednotlivych Skodach

Xsj1 = Xsj (L + (¢ — 1)Esjt1) -

Model pfi informaci o jednotlivych Skodach

i NSJ Ns,j+1
= | j+1
Xs,j—i—l Z ZYS] k 1)Es,j+1,k) + Z Y s,j+1,k*
I=1 k=1 k=1

Dodateény predpoklad E! « Nezavisi na k a |l dava

S,j+1,

Ngjt1

Xsjr1= (14 (dj — 1)Es,j+1)xs,j + Z YJ,T—il-l k-



Porovnani s modelem pro kumulativni Skody (Mandl)

Porovnanim mame

Ns,j+1

- i
Z YJH—lk = Xsj |(¢j — DEL™ — (dj — 1)ELT .
k=1

Aplikaci stfedni hodnoty plyne za podminky Is; mame
bs7st,jms = Xs,j(Cj — dj),

neboli
bs jNs jms

Cj = X

: + dj.
S7J



Rezerva bez rizikové prirazky

Rekurzi se ukaze

E Xi—jrlli—jj] = Djr—1X—jj + AjNioj,

kde
D1 =dr_1...d;,
r—1
Acjr1= Z Dky1r-1At—jks Drro1:=1,
k=i
kde
i1
A = me b [T+ bioju)
k=i

r—1 r—1
Res; = th_” (dj-'-dr—l - 1) + ZAt—jvr—th—jvj‘

j=0 j=0

(4)



Rezerva s rizikovou pfirazkou

r—1 r—1
Rest = Y E[Xij oo~ Xi—jjlAl4+Za | Var [ > (Xij oo — Xioj)|A
j=0 j=0

Nezavislost fadku trojahelnika dava

r—1 r-1
Var [ Y (Xejoo = Xeoj )& | =Y Var (Xej oo — Xejjllej) ,
=0 j=0

Var (Xi—joo = Xt—jjlh—jj) = Var (Xt—j sollt—jj) = Var (Xejrlle—j;) =

2
= EXZ il — (EXejelloyg]) -



Rezerva s rizikovou pfirazkou

_,
I
=

Rest = [Xt—j,j (dj s dr—l — 1) + Nt—j,jAt—j] +

Il
o

i=0

r—1
+Z&J Z Var[Xi_j ¢ [h_jr];

Var[Xe_j|l_j] = DZ, 1+ X Ne A NE AP+

tJJ t—j,j,i t=j,j" =i

J Ns,l

3) 2) 3(4) (2 | 2
+NtJJHt]jl+xtjotjjl’ X ZZYJ,k)’
|=0 k=1

kde Ht(lij i Ht(zij i Ht(s},J ;a H( ) i se zkladaji pouze z

deterministickych parametrd.



Volné prostredky

Rizikova rezerva na konci roku t + 1
Uitr1 = UtF + Bi+1 + FRes; — Resi 1 — GPmit41,

kde platby za Skody v roce t + 1 jsou

r—1
Pmtirr = Xig10+ > (Xewa—jj — Xesa-jj-1) +
1

=

’ = |
+ Yt-l—l—r,r—l,kEt+1—r,r,k(dr—1 - 1)-



Volné prostredky

Po Gpravé mame

r—-1
Utyr = WF +Bipa + ) Xejj [(Dj — 1)F +G] —
j=0

r—1
- Z Xir1-j [Dj— 1+ G|+
j=0

r—1 r—1

+ D NejgAiF = ) NewaojjAcaj—
j=0 j=0

r—1 Nt+1—r,r—1

| — |
-G Z Z YH—l—r,r—l,k (1 + Et+1—r,r,k(dr—1 - 1)) :

I=0 k=1



Volné prostredky

Stfedni hodnota

r—1
EUty1 = utF + Bryg + Z EXi—j; [(Dj = 1)F +G] -
j=0

r—1
— > Xt [y —1+G] +
i—0

r—1 r-1
+ 2 BN ACF = ) BN AL -
j=0 j=0
r—1

—Gdr—l Z E l'\]t+l—r,r—1EYtl-|-1—r,r—l,k'
=0



Volné prostredky

Centrovana veli¢ina

=

r-1 r—
Utsr =Y Xy [(Dj = F +G] = Y " Xiyay [Dj —1+G] +
i=o j

Il
o

r—1 r—1
+ > N jACF =) NipajjAgaj — GXiparra—
j=0 j=0

r—1 Netai—rr—1

_G( Z Yt|+1—r,r—1,k (1 + (df—l)ét|+l—r,r,k> -
1=0 k=1

r—1

—dr 1) ENey1rr1EY{ g po1k).
1=0



Volné prostredky

Stfedni hodnoty se dosadi dle

EXsj+1 = djEXsj 4 bs jmsENs

EXejr1 = G2EXg+EXD (d®—d?)+bs ENg;m{) b2, m2ENG .
ENS,j-i—l = (l + bs,j)ENS,ja

ENgji1 = bsjENsj + (1+bsj)*ENG;.



Jednokrokovy model

o r—1_ 1
Up=-) X1 j(Dj—1+G) Z
i=0 j=0
r—1 ﬁlfr,rfl,k N
-G D Vi [(1 +(dr1 — 1)E:|L—r,r—1,k> - dr—l} ,

NP2 aproximace

EUS
0 = EU; — 2905\ EUS + ——L (26,905 — 1),

1



Jednokrokovy model

r-1
—2
EUl_Z[D —1+G]2EX1 “+ZA (ENT_j+
j=0 j=0
r—1Ni—rr—1

FOT 3 Ok (4% -,
j=0 k=1

r—1
Ui=-> O ~1+GPEX]. . ZA (ENg_j;—
j=0 j=0

r—1Ni—ryr—1

_GSZ (yZIL—r,r—l) (d( ) +2( r— 1)3 3dr(i)1dr—1>-
i=0 k=1



XL-zajisténi
Cisté skody pfi neomezeném XL-zajisténi s prioritou a
?Sl,j,k - m|n(YSI7J’k,a5)

Rezerva bez pfirazky pro obezretnost
r ~
Res; = Z E[Xt—j,r“t—j,j]-
j=0

Ne_j,i

Z min(Yt'_”’k,at_j)‘lt_“- +

j
E[xt—j,r“t—j,j] =E
=0 k=1

r N

; I
_I_E Z Z mln(Yt_j7r7k7at—j)‘lt_jvj

I=j+1 k=1



Rezerva pro Skody jizZ znamé

] Nt —j,l
E Z min( tJrk7atJ‘|tJJ =
=0 k=1
J Nt —j,l r—1
| — |
Z E |min | Y,_ ”kH<1+ 1)Et_j,i+1,k),at—j "t—j,j ,

1I=0 k=1 =j

n-ta stfedni hodnota vyrazu v sume:
I n
E [KJ,F—l(Yl—j,j,k’al—j )] g

r—1
| : ag_i
= (Y1_jj_1x)"Eg |min [ T] (1+( —1)E;_ jl+lk> Y|7J

i=j—1 1-j,j—1k



Rezerva pro Skody jizZ znamé

Clen

E [min (ﬁ (1+(di - 1)Ei+1> a)] ”7

i=ig
odhadneme priblizenim veliCiny H:iil (1 + (di — 1)I§i+1)

velic¢inou X s logaritmicko-normalnim rozdélenim.

E [min (X, a)]" = exp <nu N g> o (Iog(a) —Uu - n02> .

(e (2))




Rezerva pro Skody jeSté neznameé

r Nej,
. |
. {z > <>1] _

I=j+1 k=1

= Ny, Z be_j_ 1H (1+be ) [mm( ; Lr’k,at_j)].

I=j+1
Stfedni hodnotu zjednodusime (I =j +1,j +2,...)

E [mln (Yt ir ko 8t J)] =

=E [min( t JlkH(1+ —1E ]I+1k)’at—j>]’



Rezerva pro Skody jeSté neznameé

Soucin ve stfedni hodnoté pfibliZime jeho stfedni hodnotou

E |:m|n (Ytl_j7|7kD|’|—_l,at_j):| 5

i (] &t
D|’|-_1E |:m|n <Yt—j,|,k7 ﬁ>:| .
=

Zanedbavame tedy stochasticitu vyvojovych faktord u Skod,
které se v trojuhelniku teprve objevi.

COZ je rovno



Zajistny efekt
Zajistny efekt pfi XL, resp. SL zajisténi je funkce

EX _ E[min(X,a)]

EX EX ’ ®)

rx(a) =

kde X je nahodna velic¢ina oznacuijici jednotlivé Skody, resp.
rocni thrn 8kod, a a je priorita zajisténi.

Skody jesté neznamé:

i I . s
i, (@) = - [mmE([tJ__J,-’:,kk’]at ) h

~ =T

Y.
E[Ytl—j,l,k] t—,l




Jednokrokovy model

r—1 j lej.,l
Ul = — Z Z |: (Kjvrfl(Y:IL—j,LkJ a.]_,j) + G min (Yill—j,j,k7 at+1,j))

1
j=0 1=0 " k=1

r-1 r
_Z Z N1—1'71'Blijl,j,l—l_

=0 I=j+1
r—1 Nl—r,l

-G Z [ min (lel—r,r—l,k(l + (dl’—l - 1)E:|L—r,r,k)v al—f> -
I=0 - k=1

—E lqll—r,IE [min (yll—r,r—l,k(l + (dr—l - 1)E|l—r,r,k)7al—l’>} } ’



Odhad parametr( b,

o>

t—j t—j o
o Zus= t rNs,J+1 _ Z N, Nsj+1
I - = Nao .
Z S,

N
s t rNSd s=t—r S=t—r S

je nestrannym odhadem parametru b;. Navic ma odhad Bj
nejmensi rozptyl za podminky {Ngj,s =t —r,...,t —j} mezi
nestrannymi linearnimi odhady tvaru

t—

Ns,1+l =
= > as ;Y as=1,
t—

s=t—r N, s=t—r

kde as nezavisi na Ng j 1.



Odhad parametr( d

Prevedenim modelu
YSI,j-i-l,k = YSI,],k(l + (d] - 1)ES,j+l)7 I == 07 ...,j,

na tvar

Y |

YooYl .
In ( s,j+1k S,J,k> = In(dj —1)+In Esj+1,
S7j’k

dostavame proj =0,...,r — 1,1 =0.,,, .j tvar linearni regrese

I ~
Ysj+1k = &X T €sjr1, E€sj11=0.



Odhad parametr( d

Z teorie linearni regrese a zpétnou transformaci dostavame
odhad

i 1

Ny R I s

d—l—l-eal—l—I- H HH( ’H‘lk 57],k> 1=1 Nsi
7Jk

s=t—r|l=1k=1

Pfirozenym odhadem pro d; — 1 je tedy geometricky primeér
jednotlivych vyvojovych faktord.



Oteviené otazky

vV v v VY

Odvozeni tretich momentl pro NP2-aproximaci

Vice obchodnich odvétvi, korelace mezi nimi

Koncové faktory

DalSi zajisténi: Stop Loss, podily na zisku Ci ztraté,
retrospektivni smlouvy, ...

Vliv ménicich se parametr{ zajisténi v case ve srovnani s
modely zaloZenymi na Cistych Skodach

Vliv zjednoduSeni pomoci NP2-aproximace, a aproximaci
pro XL-zajisténi

Optimalizace zajistného programu



Zaver

Vyhody modelu pfi informaci o jednotlivych Skodach

>
>
>
>

>

>

Model umoZnuje zohlednéni zajisténi
Model neni v rozporu s chain ladder
Snadna interpretace parametrdi

MozZnost zvoleni odliSnych parametrli pfi dodatecné
informaci

Parametry rliznych pojistoven Ize porovnat
Uzaviené vzorce, mozna aplikace v Excelu

Nevyhody modelu

|

>

Velké mnoZstvi parametr{
Vyzaduje informaci o celém vyvoji jednotlivych Skod
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