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A CO JE ««MODEL»»?
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Co je MODEL ? George E. P. Box

A "Remember that all models are wrong;
the practical question is how wrong do they
have to be to not be useful.”

1987 , Empirical Model-Building and Response Surfaces

A ,Essentially, all models are wrong, but some are useful.,

A George Edward Pelham Box,
(*18.10. 1919 - 128. 3. 2013)
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A CO JE ««REGRESE »»?



Co je REGRESE? REGRESNi ANALYZA

Py
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A Do statistiky zaved| pojem REGRESE britsky A Regresni analyza je @
ucenec Francis Galton kolem roku 1880, a to oznaceni statistickych “&
jako ,regres(i) k praméru®. Tim oznadil fakt, ze metod, které umoznuiji ™
napf. synove vysokych rodiCu jsou sice odhadovat hodnotu jisté =.
v pruméru (statisticky) vysSi nez prumérna nahodné veli¢iny na 8_
populace, zaroven ale individualneé nedosahuji zaklade znalosti jinych @D
extrémnich hodnot predchozi generace. Jako veliCin <

kdyby se jedinci postupné "vraceli k pruméru”.
Podobne je tomu i s jinymi vlastnostmi, nejen
u lidi.
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Linearni modely

Linear Models
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LINEARNI MODELY

A CO JE «« LINEARNI »» ?



LINEARNI MODELY

A CO JE «« LINEARNI »»

A Pomoci X ... regresoru / vysvétlujicich proménnych (resp. jejich linearni kombinaci
n = Xf) modelujeme EY



LINEARNIMODELY Y =Xf + ¢

A LM (linearni model):
AY =Xp + ¢,

A ¢ ...chybové Cleny jsou nezavislé nahodné veliCiny,
tz. Ee = 0, vare = ¢*

A Obvykle predpokladame Normalni linearni model:
A £~N(0,6%) tj. Y|X~N(XB, 02
A Pozn:
A Pomoci X regresorti / vysvétlujicich proménnych (resp. jejich linearni kombinaci = X) modelujeme EY
A odezvy Y jsou homoskedastické (maji stejny rozptyl)



LINEARNIMODELY Y =XB+ ¢

A (N)LM (Normalni linearni model):
AY =XB+¢ nezavislé € ~ N,,(0,521)

A V Normalnim LM plati:

A Y~ N, (XB, o2)

A B ~N,(Bo, 0?(X"X)™1) - odhad

AY ~N,(XB,y 0%H) - odhad

A u~N,(0, % —H)) rezidua

A SS./0 ~ )(n—p2

A SS, a B jsou nezavislé



LINEARNIMODELY Y =XB+ ¢

A V Normalnim LM plati:
AB~Ny,(B ,0*(XTX)™)

Ap
AB
AB

je nestranny odhad B (tj. ES = fB)
je MLE — maximalné verohodny - odhad f8
je konzistentni odhad 8
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ZOBECNENE LINEARNI MODELY

A CO JE «« ZOBECNENY»» ?



A Linearni model

AY =XpB +¢ nezavislost, € ~ N(0,c2I)
A Linearni model ma sva omezeni: Co nam vadi ?

A Normalita — EDF - Rozdéleni exponencialniho typu
A ,linearita“ — linkova / spojovaci funkce

A Zobecnéni linearniho modelu

A Nelder, John A; Wedderburn, Robert W (1972). "Generalized linear models". Journal of the Royal
Statistical Society, Series A. Royal Statistical Society. 135 (3): 370-384.
A Zobecnéni — definovani spole¢nych predpokladu pro metody, které si jiz dfive pouzivaly:
Logisticka regrese, Poissonovska regrese, Gamma regrese, atd.




A Exponential Dispersion Family , EDF

A Rodina exponencialnich rozdéleni
A Rozdéleni s hustotou ve tvaru

y0 — b(0)
a(p)

f(y;0,9) =exp{ +C(y,¢)}, yER

AY e EDF



A EDF...hustota

y6 — b(0) ’
(y; 6, )=ex{ +c(y,P)¢, e R
f(y:0,¢ S oS (y ¢)J Y
A ¢...disperzni (Skalovy) parametr, neznamy...spolecny pro cely model
A 0... kanonicky parametr, neznamy...6;... zavisi na pozorovani

A a,b,c... funkce, znamé
A b... kumulantova funkce, dvakrat spojité diferencovatelna
A a...obvykle: a(¢p) =¢ nebo a(ep) =¢@/w, w...vahy




A Normalni rozdéleni

A Gama rozdéleni

A Inverzni Gaussovo rozdéleni
A Poissonovo rozdéleni

A Binomické rozdéleni

A Negativné binomické rozdéleni

A Geometrické rozdéleni

A Alternativni rozdéleni
A Exponencialni rozdéleni
A Chi-kvadrat rozdéleni
A Weilbullovo rozdéleni
A Paretovo rozdéleni



A Y, ..nahodna veliina, Y; € EDF
A Pro jeji momenty plati (b... dvakrat spojité diferencovatelna funkce):
A LY, =0'(6;) =u
Avary; =a(@)b"(6)= ¢ b"(6) (= b"(6))
A V(u) ... rozptylova (varianéni) funkce:  V(w) = b"|(b")~1(w)]
AvarY, =a(@Vu) = o V()



A V(u) ... rozptylova funkce (variance function)
A definovana vtahem: V(u) = b"[(b)"(w)] = ¢ V(1)
A urduje vztah mezi stfedni hodnotou a rozptylem

AvarY =a(@p)V(p) = o V(p)
A Jednoznacné identifikuje konkrétni rozdéleni z EDF



EDF - SPOJITA ROZDELENI EDF - DISKRETNI ROZDELENI

X
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A Normalni: A Poissovovo: >
AV =1 AV =u c:>
A Gama: A Binomické: >
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Rozdéleni o b(6) a(p) =@ u=EY V(u) =varY/e

B(n,m) In 7 nin (1 + €”)
P(p) In p e’

N (p,0°) I 367

G (u,v) - —In (—0)
1G (p,0°) - 2—:3— —v/—260
NB(u, K) In = —1n(1 - ke’
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Zdroj: P.de Jong, G.Z. Heller — Generalized Linear Models for Insurance Data



A LM (linearni model):
AY=XB+¢e &~N(0,0°D) t. Y|X~NXB, ol
A GLM zobecnuje (Normalni) Linearni model:
A Rozdéleni Y...odezvy [ vysvétlované proménné... nemusi byt normaini
(ani se mu blizit)
A Pomoci X regresort / vysvétlujicich proménnych (resp. jejich linearni
kombinaci n = X8) nemodelujeme IEY, ale jeji transformaci g (IEY)
A Dusledek: odezvy Y mohou byt (a obvykle jsou) heteroskedastické



Definice modelu GLM

A Rozdéleni exponencialniho typu...Y ... f € EDF

Af(y;0,¢)=exp{ +C(y,<p)}, yER
A Linearni prediktor... 7 (iet)... linearni kombinace regresor(

y6-b(6)

An=Xp
A Linkova (spojovaci) funkce...g...striktné monotonni, dvakrat spojité
diferencovatelna
A g(w)=n=gXp)=g(EY) n=EY= g ()

A Dalsi predpoklady: 1. rozdéleni Y zavisi na X. 2a) (Y, X) nezavislé N.Ve. Nebo 2b) Y jsou nezavislé N.V. a X méfené konstanty.



GLM — KANONICKY LINK

A Linkova (spojovaci) funkce...g...strikthé monotonni, dvakrat spojité
diferencovatelna
A g(w)=n=Xp=g(EY) n=EY= g '@
A Kanonicky link
Ag=B)" = gw=n=96

A . linearni prediktor je roven kanonickému parametru
A Plati: g' (@) = 1y VG = b"[(B)7 ()]
A Kanonicky link zjednoduSuje vtahy pfi odhadu parametru



Linkova funkce Pﬁ’klady

g(w) Rozdéleni y
A Linkova funkce: funkce

A g(w)=n=Xp=g(EY); identita Normalni

Ap=EY= g7 log ln(u) Poisson
inverze 1 Gama

A Kanonicky link: y
:Z (i)(i’):: :} mocnina ubP =yt Gama p=-1
| mocnina uP =p=? Inverzni Gauss p= -2

odmocnina N{T!
logit I " Binomické

1—u 1
XY
<,
?,



GLM - VZTAHY MEZI PARAMETRY

P > 1 - S '
-1 — "n—1 —
g m=p W) ()=
1... linearni prediktor (... stredni hodnota EY,
... regresni parametr 6... kanonicky parametr

g... linkova funkce b...kumulantova funkce



7 KROKU K MODELU GLM

A \olba rozdéleni odezvy / vysvétlované proménné... f(y)
A \Volba linkové funkce... g(u)
A \olba regresoru / vysvétlujicich proménnych...x

A \ybér (nezavislych) dat: pozorovani y4, ..., v,, a odpovidajicich hodnot
regresort x4, ..., X,

A Odhad regresnich parametru S a pfipadné disperzniho parametru ¢
A Model fit: kvalita modelu, vybér podmodelu
A Kalibrace modelu, odhad predikéni chyby modelu




A Normalni rozdéleni A Alternativni rozdéleni
A Gama rozdéleni A Jiné € EDF
A Inverzni Gaussovo rozdéleni

A Poissonovo rozdéleni
A Binomické rozdéleni
A Negativné binomické rozdéleni



A kanonicky link

A jina linkova funkce

identita U

log In(u)

inverze 1
H

mocnina uP =pu
mocnina  uP =p?
odmocnina Vi
logit H

Normalni
Poisson
Gama

Gama p=-1
Inverzni Gauss p= -2

Binomické



GLM - 3) volba regresoru ...x

A REGRESORY - Vysvétlujici proménné
A Metrické proménné: vek, vySe Skody
A Faktory: pohlavi, typ vozidla, poCet déti
A Interakce: MxM, FxF, MxF

A Metrické proménné:
A model odhaduije vliv jednotlivych proménnych na odezvu
A B; ... vyjadiuje zmenu pfi jednotkové zméné regresoru x
A L ze i polynomy

A Faktory:
A Diskrétni proménné nebo katerorie

A Dummy proménné (o 1 katerorii méné, referenéni kategorie - typicka)
A B; ... vyjadiuje zménu oproti referencni kategorii

A Interakce: 1 2x1x;



GLM - 3) volba regresoru - OFFSET

A Clen v linearnim prediktoru s pevné danym koeficientem
A Regresni koeficient roven 1, neodhaduje se

A Obvykle pouzit jako korekce modelu s ohledem na expozici v riziku
A velikost skupiny,
A ruzna doba pozorovani

A Nejcastéji: pro logaritmicky link; zde pfiklad pro expozici n;. fadku:

T . T
771':"' X p w= el =mn;- el

A PRAXE: délka platnosti smlouvy, poCet rizik



A Do modelu je mozné zahrnou apriorni vahy pro jednotliva pozorovani ... w
A Parametrizace v EDF: a(¢) = %/w

E[Y] = b'(0), var[Y] =b"(8)-%/w=V(0) " ?/w

A PRAXE: primérné vySe Skody: w ... poCet Skod na dané smlouvé
A PRAXE: Skodni frekvence: w ... délka expozice / délka platnosti smlouvy



GLM - 4) Vyber dat: ...y, ...

A nezavisla data
A nahodny vybér



A ODHADY REGRESNICH PARAMETRU V GLM modelu - MODEL FIT

A Odhady a INFERENCE v GLM jsou zaloZeny na teorii Maximalni vérohodnosti
A Maximalizace vyzaduije iterativni feSeni

A Metoda iterativnich vazenych ¢tverci? IWLS X IRLS

A Newton —Raphsonuv iteraéni algoritmus

A Fisherova metoda skoru
A MLE - Maximalné vérohodné odhady - MAXIMUM LIKELIHOOD

A Vlastnosti MLE odhadu:

A Asymptoticky nezkreslené, konzistentni, asymptoticky vydatné, invariantni vigi
monotdonni funkci, asymptoticky normalni

A |RLS algoritmus —lteratively Re-Weighted Least Squares



A Disperzni (Skalovy) parametr ¢
A Obvykle neni znam

A Pro MLE odhady regresnich parametrt 8, neni nutné znat odhad skutec¢né hodnoty
disperzniho parametru ¢,. MLE odhady jsou stejné v obou pripadech. Asymptoticke
vlastnosti plati.

A Odhad disperzniho parametru ¢ je véak potfeba pro odhad asymptotického rozptylu.

A MLE odhad ¢, neni vzdy mozné vypocitat. Pro odhady se proto obvykle pouziva
modifikovana Momentova metoda.

v ¥y 2 T, A_L n (Yi—l/i\i)z_ 1 2
A Odhad zaloZen na Pearsonové y“ statistice e



GLM - 6) Vyber modelu

A Kvalita modelu a testy

A Saturovany model:

A Pocet parametri = poCet pozorovani

A Prakticky se nepouziva = perfect fit

A Teoreticka aplikace = je v ném dosazeno maximalni mozné vérohodnosti
A Deviance

AD=2x[l(Y)-1(B)] (8kalova deviance)

A Analogie indexu determlnace v linearnim modelu

A Waldovy testy
A Testy pomérem vérohodnosti



A Cim vice vysvétlujicich proménnych v modelu, tim lepsi ,fit* modelu, ale: tim vice parametru a horSi pfesnost jejich
odhadu (zvySuje se rozptyl)
A => hledame kompromis (vysoka vérohodnost x maly poCet parametr(i)

A Akaikeho informacni kritérium:
A AIC = -2(U(Y;8,¢) —m)
A m ... podet parametrd 8 (penalizace)

A Bayesovske informacni kritérium BIC
A BIC = -21(Y; 8,¢) + In(n) - dim(B)

A \ybirame modely s nizkym AIC a BIC.

A BIC vice penalizuje za pocet parametrd, v porovnani s AIC vybira modely s mensim poctem vysvétlujicich
proménnych (nékdy az pfilis chudé???)
A Porovnavané modely musi byt zalozeny na stejnych pozorovanich



A Best Subset Selection - regresni model sestaven pro dany poCet regresoru a
vSechny mozné jejich kombinace, vybran nejlepsi model pro zvolené kritérium (AlC,
BIC, CD), vypocCetné naroCné az nerealné

A Krokova regrese (Stepwise Regression) — postupné pfidavani/ubirani regresoru,
postup ve smeru nejvetsiho poklesu hodnoty kritéria, vypocetne jednodussi

A Regularizovana regrese — ve vérohodnostni funkci se penalizuje narust regresnich
parametru

A Sekvencni vybér proménnych — manualni verze krokové regrese



Validace : rozdeleni dat na Trénovaci Cast (kalibrace - odhad modelu)
a Testovaci Cast (stanoveni predikcni chyby)

Cross-validace: data rozdelena na nekolik casti: na vsech krome jedneé

odhadujeme model, na posledni testujeme; opakujeme pro vsechny
kombinace

Nova data — pro stanoveni predikcni chyby



ZOBECNENE LINEARNI MODELY

A CO SE DO «« GLM »»
NEVESLO



A V praxi vSak nebyvaji vSechny pfedpoklady spinény...
A Je mozné rozSireni teorie GLM na pfipady, kdy jsou predpoklady
poruseny?
A Rozdéleni zavislych proménnych / odezvy neni exponencialniho typu

A Rozdéleni odezvy neni blize specifikovano
A Znéme prvni 2 momenty
A Znéme vztah mezi EY; a var Y;

A Data nejsou nekorelovana / nezavisla
A Regresni parametry / efekty 8 nejsou pevné, ale nahodné
A Data vykazuji nadmérnou disperzitu oproti teoretickym hodnotam



A OVERDISPERSION / NADMERNA DISPERZITA

A Pozorovana data maji vyssi variabilitu/disperzitu, nez by se ocekavalo pri
platnosti zvoleného modelu

A Prumér je vétSinou mozné parametricky upravit, aby odpovidal teoretické
hodnote.
A \/y$5i momenty se vSak (obzvlasté u malych vybérd) upravu;ji tézko
A S nadmeérnou disperzi se ¢asto setkavame u modell ¢etnosti (Poissonovo
rozdéleni, Ci binomické), obzvlasté u malych vybéru a heterogennich populaci
A Pr: nadmérna disperze v Binomickych datech -> Beta-binomické rozdéleni
A Pr: nadmérna disperze v Poissonovskych datech -> Poisson-Gama rozdéleni



A Priklad: Poissonovo rozdéleni
AY,.. Y, ~ Po(A,) nezavisla pozorovani
A var|Y;]| = E|Y;] =A,, Y;€ EDF
A Parametr[A; ]povazujme za nahodnou veli€inu (nikoli parametr),
E[A;] =2,
A YAy ~Po(}y), E[4]=A, var|i;]=02,
A E[Y;] =2y var[Y;] =2+ 0%,
A Predpokladejme: A; ~ I'(a, aly)

A -> Poisson-Gama rozdéleni - neni EDP, GLM neumi feSit
A Specialni pfipad: negativné-binomické rozd., geometrické



A KVAZIVEROHODNOST / QUASI-LIKELIHOOD

A Nezname rozdéleni, ale zname rozptylovou funkci V(.), ktera uréuje vztah mezi prvnimi dvéma momenty,
AV =b"[B) (W] —  varY;= V() = @V(EY)
A MODEL:
A Méjme n nahodnych vektopt (V;, X;), i = 1, ..., n, kde
X; = (Xi1, Xi2, ., Xip ) jsOU regresory a Y; jsou odezvy.
A Predpokladejme:
A 1.7, .., Y, jsounezavislé
A 2.p = EY], g(u)=n=X;'B,, n;..lineami prediktor, "g... linkova funkce
A 3 varY; =@ V(u;), @... disperzni parametr, V... varianéni funkce
A GLM je parametricky model, toto semi-parametricky model: rozdéleni neni dano, pouze vztah mezi momenty
A Metodu maximalni vérohodnosti (MLE) Ize pouZit pro odhady pouze pro parametrické modely.

A Odhady regrecs;nich parametrl — ,Metoda maximalni k\éazivérohosnosti“ (?MQLE )
A = Un(B)— Np(0,1(B0))  Vi(Br — Bo) — N,(0,17(Bo))
A Je mozné aplikovat Waldovy a skorove testy; nikoli véak devianci ¢i AIC.
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GEE - Zobecnené odhadovaci rovnice

A GEE - Generalised Estimating Equations
- Zobecnéné odhadovaci rovnice
A rozsSifeni GLM - korelace, skupinové zavisla data

A GEE model navrzen v ¢lanku z r. 1986 — K.Y. Liang a S.L. Zeger: Longitudial data analysis
using generalized linear models

A Umoznuje pouzit postupy z GLM i v pfipadé, kdy nejsou spinény pfedpoklady pro GLM
model
A Data nejsou nekorelovana



T T |
A Data:Y,, .., Yy nezavislé ndhodné vektory ¥; = (Yiy, .., Vi, ) ,i=1..K, Tt n;=n

A Data rozdélena do K nezavislych skupin (shlukd, subjekt, jedincd)

A V kazdé skupiné je rlzny podet (1;) vzajemné korelovanych pozorovani

A Tj. data jsou: zavisla v ramci jedné skupiny a nezavisla mezi jednotlivymi skupinami (pf. zuby pacienta, mladata
z jednoho vrhu, 8kody na jedné pojistné smlouvé, budovy v jedné obci)

A Shlukova data (bez uspofadani), opakovana méreni (uspofadani v ¢ase), longitudinalni data (se zaznamem o ¢ase),
panelova data (ekonomicka data)

A Ke kazdému pozorovani (odezve, zavisle/vysvétiované proménna) Y;;

T
pfislusi vektor regresord (nezavislych/vysvétiujicich proménnych) X (Xm» ...,Xi]-p) ,i=1..K j=1,..n

K _
=1y = Nn.



e T |
A Data:Y,, ..,V nezavislé ndhodné vektory ¥; = (Yiy, ..., Yin, ) ,i=1..K, Tt n;=n

A Ke kazdému pozorovani (odezve) Y;; pfislusi vektor regresort Xy; = (Xyj1, -, Xijp )

i=1,..K j=1,..n;, 2j=1n; =n.

A Cil:  popsat zavislost stfedni hodnoty pozorovani u;; = [EYj; na regresorech X;; pomoci regresniho modelu.
A Piedpoklad: vztah je definovan pomoci linkové funkce g( 1;;) = X;; B0, stejné jako v GLM

A g ... linkova funkce: strikiné monotonni, dvakrat spojité diferencovatelna

A B, = (,801, s Bop )T neznamy vektor regresnich parametr(i (skute¢na hodnota)

A Predpokladejme :

T B B T
AEY; = p; = (Wi, iz oo tin; ) = (97 (X31Bo)s 0 97X, Bo0))
A varY; nespecifikovano, bez predpokladl o rozptylu &i kovarianci



GEE - ODHADY REGRESNICH PARAMETRU
v modelu pro skupinove zavisla data

g =0

AX = (XiTl, ., XI T... regresni matice (n; X p) (%) = XiT : .
(pxn;) 0 g’( ‘uini)
A Pripomenuti:

skérova funkce GLM modelu:  U;(B) = 9wy _1 (Y; — u;), kde V(u;) je rozptylova funkce.
9B @ V(u)

A Zobecnéni pro vicerozmérné Y;:

pseudo-skorova funkce pfislusejici i. skupiné pozorovani:  U;(B) = aa_;;; Q7 () (Y; — ).

A Qi(u) = V*(uy) R; V2(u;) ... pracovni kovarianéni matice, ktera reprezentuje nasi predstavu (guess) o rozptylu var Y; .

A V; ...diagonaini matice, na diagonale &leny V (p;1), ..., V(iin, ), které predstavuii ,pracovni rozptyl* pro pozorovani ¥; = (Y;q, ..., Yin, )T.

A R; ... pracovni korelaéni matice” (n; X n;).

A Nepiedpokladame, ze R; a V(;;), jsou znamé & spravné odhadnuté. (V opaéném pipadé bychom rovnou pouzili corY; a var Y;; misto R; a oV (u;;).)
A GEE odhad regresnich parametr(i B:_ B je definovan jako fedeni soustavy ,zobecnénych odhadovacich rovnic*:

K
Ux(Bx) = ) Ui(Bx) =0 (GEE)
i=1




GEE - asymptotické viastnosti
odhadu regresnich parametru

T
A Oznatme: D = —E [a/;T Ui (ﬁo)] IE’ a”l Q™ (mi) (%) ]
A Pro K — oo plati:

A (l) E{ Lﬁ 0 (konzistence)
d
A (i) «i? Ux (Bo)— N, (0, %)
— d
A (iii) \/E(ﬁK — o) — N, (0,D~1zD ). (asymptoticka normalita)

A Asymptotika funguje pro velkda K — oo. Potrebujeme velky pocet nezavislych skupin.
A Pocet (korelovanych) pozorovani v jednotlivych skupinach neni podstatny.



GEE - odhad asymptotickeho rozptylu

A Asymptoticky rozptyl D~*ED 1 odhadujeme pomoci sendvi¢ového odhadu
(sandwich estimator / White estimator):

——
A AN

A D-1¥D-1 = D-1ED?

A kde:  D=237, (a“l) 1(A)(a“l)

Py

A a Y= %Zle Ui(BK)(X)Z

A Q) = o VI/*(u) R; VI/*(u,) ... pracovni kovarianéni matice*, ktera reprezentuje nadi predstavu (guess) o rozptylu var ¥; .
A V; ...diagonalni matice, na diagonale &leny V (u1), .., V (pin, ), které predstavuji pracovni rozptyl* pro pozorovani ¥; = (Yiy, ..., Yin, )T.
A R; ... pracovni korelaéni matice” (n; X n;).

A Nepredpokladame, Ze R; a V(;;), jsou znamé & spravné odhadnuté.



UK(E{) = {<=1 Ui(E{) =0 (GEE)

A Soustava (GEE) se reSi iteracné.”
A GEE odhad B xhledame pomoci modifikované metody IWLS (Irerrative Re-Weighted Least Squares).

A lterujeme: B [Z a”’ Q~t(my) (a”’)] [Z (a”l) Q~ () Z-],

_ 5 5 5 \T 5 Ay+(Yij—Rij)g’ (Rij)




GEE - volba korelacni struktury

A Rozptylova funkce V (1) v GLM vyjadfuje vztah mezi rozptylem a stfedni hodnotou.

A Pracovni kovarianéni matice Q (u;) = ¢ Vil/ 2 (u;) R Vil/ 2 (u;)
resp. pracovni korelaéni matice R;,

reprezentuje v GEE rovnéz nasi predstavu o rozptylu.

A Jak zvolit vhodnou pracovni korelaéni matici?



GEE - volba korelacni struktury

A pracovni nezavislost / working independence

A metoda parametrizované korelace / parametrized correlation
A pasova korelace 1. fadu
A pasova korelace m. fadu:
A exchangeable correlations
A AR(1) korelace a dalSi korelace na bazi asovych fad



GEE - volba korelacni struktury
pracovni nezavislost

A Nejjednodussi volba, analyzujeme data, jako by byla nezavisla.

A \olime pracovni korelacni matici: R; = I, (Ctvercova jednotkova matice (n; X n;)).
V(i) - 0

A Pracovni kovarian¢ni matice je diagonalni: Q (u;) = ¢ V; (u;) = :

A Odhady regresnich parametrli B, jako pfi nezavislych datech,

pomoci standardniho IWLS algoritmu.

A Rozptyl odhadu je poté upraven pomoci sendvi¢ového odhadu,
zohlednéni moznych korelaci a pfipadné nevhodné volby rozptylové funkce VV (-).

A Odhady jsou konzistentni. V pfipadé velké korelace mezi daty nejsou eficientni.



GEE - volba korelacni struktury
metoda parametrizované korelace

A \olime kovarianéni strukturu, ktera neni nezavisla.

A Zavedeme novy vektorovy parametr &« € R™.

A Polozime:
A pracovni korelaéni matice: R; = R;(a)
A pracovni korelaéni matice: Q; (i;) = Q; (s, @) = @ VI/* () R;(a) VI (uy)
A odhad pracovni korelaéni matice: Q; (i;) = Q;(uy, @) = V2 () Ry(@) VI'? (u;)
A kde @ je VK-konzistentni odhad parametru e, napf. momentovy odhad.

A Dostavame modifikované skore: U;(B) = %—‘;" Qi (u) (Y; — 1y).

(! Ztrata nezavislosti vektora)

A Odhady regresnich parametrd B jsou fedenim soustavy Uk (B) = ¥, U;(B) = o.



GEE - volba korelacni struktury
obecny postup odhadu parametru a

A Obecny postup pfi odhadovani parametru a: (zalozen na reziduich):

A Odhad B za predpokladu pracovni nezavislosti (Volime: R; = I,,)
(D)

A Spocteme Personova rezidua: r; = riHy ;
(“U( ))
A Pokud fi;; Dgpravne odhaduji stfedni hodnotu EYj;, potom:
A E [rilj-] ~ 0, var[ ] ~ @, [E [ TinTik| = @ cor( u»sz) = @ (Rijk(a))

A Hleddme momentové odhady parametru a spoctene ze soucinu Personovych rezidui 7‘5 - 1y dat
ze stejné skupiny.



GEE - volba korelacni struktury metoda parametrizovane korelace
Priklady volby korelacni struktury

A Pasova korelace 1. radu:

fe T a o 5N
A Ri(a) = CO’"( ij 'k) - O a a 0
\O 0 g 61( CI/

11

P

: , A~ -1
A Konzistentni odhad parametru « : a== K 3 i i




GEE - volba korelacni struktury metoda parametrizovane korelace
Priklady volby korelacni struktury

/ 1 a; a, O 0 \
a; 1 aq
_ la a - 0
A Ri(@) = cor (Y, Yy) = 0 "~ "~ " a a
041 1 aq
\ 0 O (12 al 1
A matici roz8ifime na vice pasem, m nesmi byt moc vysoké

1 1
P n—Kxl-p

S

A Konzistentni odhad parametru « : a

P
121 1 l] l]+1




GEE - volba korelacni struktury metoda parametrizované korelace
Priklady volby korelacni struktury

A Exchangable correlation

AR(a)—cor( ij k)= C:Z

A Konzistentni odhad parametru « : a=-= . Z"‘ Sri-rf



GEE - volba korelacni struktury metoda parametrizované korelace
Priklady volby korelacni struktury

A AR(1) correlation

AY, .., Yy, jsouzAR(1) Casové fady

A cor( Yy ) = ali=*l



GEE - shrnuti

A GEE metoda vhodna pro regresni analyzu dat rozdélenych do K
nezavislych skupin. Uvnitr skupin jsou data vzajemne korelovana.

A Neni nutné presné urcit rozdéleni dat Y, ani jejich rozptyl Ci
korelacni strukturu uvnitr skupin.

A Regresni parametry 8 maji ,population-average® interpretaci



GEE - shrnuti

A GEE metoda neni zaloZzena na vérohodnosti, pouze na kvazi-vérohodnosti. Pro analyzu modelu proto
nelze pouzit statistiky na bazi vérohodnosti (ij. Deviance, AlC, BIC).

A Existuji analogické statistiky na bazi kvazi-vérohodnosti (QIC (Quasilikelihood under the Independence
model Information Criterion), QIC,,,, CIC(Correlation Information Criterion), CICy,,), vice viz
Hudecova&Pesta, , podrobngji Hardin&Hilbe. Je rovnéz mozné pouzit skorove testy. (dj-h)

A GEE - ilustrace

A Priklad: Vehicle Insurance Claims — DeJong, Heller: Logisticka regrese s korelovanymi pozorovanimi, longitudinalni data,
navrhovana korelacni struktura AR(1).

A \yuZiti GEE metod pro rezervovani $kod. Moznost modelovani zavislosti vyvoje $kodnich trojuhelnikd v
jednotlivych letech — viz. Hudecova&Pesta, Gerthofer
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A Odezvy Y;,..., Y spifivji jednotroviiovy model LMM, pokud plati:
A Yi = Xiﬁi + Zibi + Ei, | = 1, ,K

A b; (nahodné efekty)...nezavislé vektory t.z.  b; ~ N, (0, D),
A &; ... ndhodné vektory, t.2.: g ~ Ny (0,07 1,),
A X;... regresni matice pro pevné efekty f3;
A 7;... regresni matice pro nahodné efekty b;
A pevnaslozka: X;f;
A nahodna slozka: Zibi + &, E[Zlbl + Si] = 0, Var[Zibi + Ei] = Zi]D)ZiT + 0'82 Hni
Ad(r}ez.pég)mé) parametry modelu MLE: B, o2 a ID (kovariantni matice, symetricka a pozitivné
efinitni
A Matice D se nahrazuje matici A, t.z. ATA=02D™1



A Odezvy Yy,..., Yy spliuji jednouroviiovy model LMM, pokud plati:
A Yi - Xiﬁi + Zibi + Ei, I = 1, ,K
A b; (nahodné efekty)...nezavisle vektory t.z.  b; ~ N, (0, D),
A &; ... ndhodné vektory, t.2. g~ Np.(0,621,),

A Marginalni tvar - alternativni zapis modelu LMM: Marginalni tvar:
AY,~ N, (X;B02%), kde2=2Z,DZ;"/c¢+ 1,
A nebo
AY~ N,(XB,o2Y)



LLM - odhady parametru

A Marginalni tvar modelu LMM:
AY;~ N, (X;B,07%),
A kde 2,=7;DZ;" /2 + I,, modelu je funkci parametrd S a 6.

A 1. Marginalni vérohodnost:

A Logaritmicka vérohodnosti funkce: 1,,(8, 8, 62)
A Minimalizujeme 1,,(B, 8, ) vzhledem k 8 pro dané 6:
A feSeni metodou vazenych nejmenSich &tvercl
A feseni: £(0) = (XK, X,"21x; ) 2K, X721y,
A Minimalizujeme 1,,(8(8), 8, 62) vzhledem k oZpro dané 6:
A feseni: 62(8) == XK, (Y — X,8(6)) 71 (¥ — X,4(9))
A Maximalizujeme profilovou vérohodnost: 1,,"(8) = L,(8(6),0,52(0)) ptes 0:
A fedeni:
A Toto je vSak tézko feSitelné, aplikujeme jiny pfistup vyuZzivajici strukturu nahodnych efektd a dekompozici vérohodnosti



LLM - odhady parametri
Hendersonovy rovnice pro smiseny model

A Obecny tvar pro smiSeny model:
AY=XB+ 7Zb+ ¢
A kde b ~ N<(0,D,), € ~ N,(0,A,), cov(b,e) =0, £ =var(Y) = ZD,Z"+A..

A jednouroviiovy model LMM je specialnim pfipadem. ¢* = Kq, n = Y1 i n;, ..., A= 621,

A Sdruzenou hustotu (Y, b) = f(y,b; B) = f(y|b; B)f(b) povazujme za vérohodnosti funkci neznamych parametrl
(B, b), maximalizujeme sou¢asné pres S i b, odhady (3, b), jako feseni Hendersonovych rovnic pro smiseny model

Ap=XZ1X)"L(XT2 1Y)
Ab=DZTZY(Y - Xp)



LLM - odhady parametri
Hendersonovy rovnice pro smiseny model

A Odhady regresnich parametri pomoci Hendersonovych rovnic pro smiSeny model:
A B =XTZ1X)"1(XTz" 1Y)
Ab= D,ZTE(Y - Xp)

A Pro jednourovriovy LMM model dostavame
A b =Dz ZDZ" + 021,)7" (¥; — X;f)

A ﬁ je BLUE (nejlepsi linearni nestranny odhad) a konzistentni odhad parametru 5 bez ohledu na rozdéleni Y

AD je BLUP (nejlepsi linearni nestranny prediktor) pro b.



LLM - odhady parametri
Hendersonovy rovnice pro smiseny model

A Odhady rozptyld regresnich parametrd pomoci Hendersonovych rovnic pro jednouroviovy
smiseny model:

A _ -1
Avar(f)=CE. X" 27X, )
Avar (b) =Dz, [ 57 57X (S, X 57X )X 57 7D
A var (b; - b)= D — var (b))

A Odhady rozptyld regresnich parametru Ize feSit i pomoci REML metody (Restricted Maximum
Likelihood Estimators), vysledky se mirné liSi od vérohodnostnich odhadu.

A Pro velké poCty nezavislych skupin K je rozdil zanedbatelny. Asymptoticky jsou vysledky
shodne.



GEE x LMM

A LMM:

A poskytuje detailni model pro var Y
A Predpoklada Normalitu b; a ¢;
A Poskytuje informaci o struktufe rozptylu
A Dekompozice
A Odhady slozek rozptylu
A Nahodné efekty
A Testy hypotéz o struktufe rozptylu
A Pokud struktura rozptylu NENi dobFe specifikovana, zavéry o pevnych efektech B (testy, intervaly spolehlivosti) jsou NEPLATNE
A VyZaduje velké K (podet subjektl, nezavislych skupin)

A GEE:

A pouziva ,pracovni model“ pro var Y, o kterém se vSak nepfedpoklada, ze je spravny

A Neklade zadny predpoklad o rozdéleni Y

A Neposkytuje dostatek informaci o struktufe rozptylu

A Pokud je K (poCet subjektl, nezavislych skupin) dost velké, zavéry o Bjsou platné i kdyz pracovni struktura rozptylu neni spravna
A VyZaduje velké K (pocet subjektl, nezavislych skupin), pro malé selhava
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A GLMM - dalSi moznost jak analyzovat data, u nichZ je porusen predpoklad
nezavislosti / nekorelovanosti.

A GLMM Ize pohliZet jako na zobecnéni Linearnich smisenych modelu (LMM), kdy
rozSifime skupinu rozdéleni, z nichz pochazi odezva/vysvétlovana promenna Y.

A GLMM Ize pohliZet jako na zobecnéni Zobecnénych linearnich modelu GLM, kdy
do modelu kromé pevnych regresnich parametru S (fixed effects, pevné efekty),
zavedeme dalSi prvek nahodnosti pomoci nahodnych efektu b (random effects).



A 1.Data:Y,, .., Y nezavislé nahodné vektory ¥; = (Yl-l, woor Vi, ) i=1..K, ¥ n;=n
A 2.nédhodné efekty: b; ... nezavislé g-rozmérné vektory s hustotou h(b; )
A SloZky Y;4, ..., Yin, vektoru Y; jsou pi daném b; podminéné nezavislé, podminéna hustota € EDF

0;i—b(6;;
A f(3lby) = exp (PP 4 oy, )

A 3. 0;;.. kanonicky parametr, zavisi na:
A (p-rozmérnych) regresorech pro pevné efekty... X;;
A pevnych regresnich parametrech g € R
A (g-rozmérnych) regresorech pro nahodné efekty... Z;;,q < p

A nahodnych efektech b; prostiednictvim
A Linearniho prediktoru U x! iB +Z

A 4. g ..linkova funkce,, plati g(ﬂij) = 1ij



A Data:Y,, ..., Y, nezavislé nahodné vektory ¥; = (Y;q, ..., Yip, ) i=1..K, ¥ n=n

A Nahodné efekty: b; ... nezavislé g-rozmérné vektory s hustotou h(b; )

{)’Gij—b(@ij) +c(y, <p)}

A Podminéna hustota f(y|b;) = exp
A Linearni prediktor M= X! iB +Z
A Linkova funkce  g(u;j) = n;;

A E|Y;|b;| = ;= b'(6i5) = 97 (nij) = 9~ X ;B +Zj; by)
A var|Yy|b| = ¢ b"(8;) = ¢ V(u;)



A Pridaném b; , Y;; podminéné splnuji GLM model,
A podminéna hustota f (y|b;) € EDF

A stejné jako LMM modelu, ma zavedeni nahodnych efektl b; do vSech linearnich
prediktoru za nasledek korelaci mezi Yy, ..., Yip .

A E[Y;|b] = g7 (X8 +Z;; by)
A E[Y;]=E[E[Y;|b]| = E[g~ (X +Z] by)]



GLMM - odhady parametr

A Vzhledem k pfedpokladu podminéného rozdéleni odezvy/zavislych proménnych, je mozné pro
odhady parametrt pouzit metodu maximalni vérohodnosti

A Vérohodnosti funkce (B, ¢ |Y) vSak nema explicitni feSeni
A Je nutné fesit aproximacnimi metodami

A jednim z moznych pFistupl je pouziti Laplaceovy aproximace, ktera zjednodusi tvar vérohodnostni
funkce a umozni odhady parametri nasledujicim zpisobem:
A Odhad : modifikovany IWLS algoritmus
A Odhad b;: Hendersonovy rovnice
A Odhad ¢ a ¢: momentova metoda



A podminény model:

A E[Y;|b] =g (X3B +Z3; by)

A f vyjadfuje podminény efekt X ina E|Y;;| vzhledem k b,

A tzv: subject-specific efekty

A Popisuji viiv na E|Y;;|b; | , kdyz dany subjekt/jedinec méni hodnotu X ;;

A Parametry B obecné nemohou porovnat dva riizné subjekty, které se liSi v hodnotéX ;;
A marginalni model:

A E[Y;] = E|E[Y;|b;]| = E[g~"(X[;B +Z], by)]

A Nepodminény efekt X;;na E|Y;;| vzhledem k b;

A tzv: population- average efekty

A [E[Y ] obecné nespliuje pfedpoklady GLM , parametry B (v podminéném modelu) obecné nemaiji population-
average interpretaci.
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GEE x GLMM

A GLM analyzuje nezavisla data
A V pfipadé korelovanych dat GLM nedavaiji dobré vysledky

A Reenim m0ze byt pouziti modeld GLMM nebo GEE, ktera pracuji s
korelovanymi daty

A Jak zvolit mezi GLMM a GEE?
A Dle poZadované interpretace parametrd



GEE x GLMM

A GLMM: Conditional Model
A GEE: Marginal Model

A GLMM: Subject Specific interpretace:
A GEE: Population Average interpretace

A GLMM: regresni koeficienty se vztahuji na kazdého jednotlivce (subjekt), nikoli véak nutné na celou populaci,
A GEE: regresni koeficienty se vztahuji na celou populaci, nemusi vsak platit pro kazdého jednotlivce

A GLMM odhaduje jiné parametr nez GEE. Pokud oba modely maji stejnou linkovou funkci -> aspof jeden model neni spravny (vyjimky)
A Pokud je GLMM dobry model, obvykle je i GEE dobry, ma vSak vyrazné odlisné odhady parametru



GEE x GLMM

A GLMM odhaduije jiné parametr neZ GEE. Pokud oba modely maji stejnou linkovou funkci -> aspori jeden model neni spravny (vyjimky)
A Pokud je GLMM dobry model, obvykle je i GEE dobry, ma vSak vyrazné odliSné odhady parametrd.

A og-linearni model: i8i se pouze v absolutnim €lenu (intercept)
A Logisticky model: liSi se i smérnice (slope)

A GLMM: zavislost modeluje pomoci nahodnych efektl pfidanych do GLM modelu

A GEE: nepfedpoklada zadné konkrétni rozdéleni odezvy, stejné jako GLM vyZzaduje specifikaci: linkové funkce a linearniho prediktoru.
Misto konkrétniho rozdéleni proménnych vsak staci specifikovat vztah mezi Stfedni hodnotou a kovarianci (analogie rozptylové funkce,
v pfipadé kvazivérohodnosti v GLM), resp. Specifikovat ,pracovni varianci®

A GEE: zavislostni struktura je modelovana pomoci ,pracovni® kovarianéni matice, ktera nemusi odpovidat skutecné zavislosti.
DoporucCuje se pouzivat jednoduchou korelacni strukturu
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