Analyza umrtnosti

26.10.2012 RN
Seminar z aktuarskych véd Kooperativa

VIENNA INSURANCE GROUP

Pro Zivot jaky je

Petr Sotona

Kooperativa, pojistovna, a.s., Vienna Insurance Group



Agenda

»  Uvod
> Trend v umrtnosti
> Modelovani umrtnosti v pojistném kmeni
> Modely umrtnosti
»  Statistické metody
» Lee Carter
> DalSi modely s diskrétnim Casem
> Cairns Blake Dowd model
> Projekce v LC a CBD
» Vyhlazovani dat
» Projekce pomoci cilové tabulky

» Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich

&
Kooperativa

VIENNA INSURANCE GROUP

/2




Zakladni pojmy

v

D(t,x) poCet zemrelych ve véku x v kalendainim roce t

XV

E(t,x) pocCet zijicich ve veku x v kalendarnim roce t (expozice)
T, (t) zbyvajici doba zivota jedince ve véku x v Case t

Specificka mira umrtnosti
D(t, x)
E(t,x)

m(t,x) =

Pravdépodobnost umrti v Case t q(t,x) = pravdépodobnost, Ze se jedinec ve véku
X v Case t nedozije véku x+1, .

q(t,x) = P(Ty(t) < 1)
Vzajemny vztah
q(t,x) =1 —exp(—m(tx,))
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Trend umrtnosti

» Zmeény v pravdépodobnostech umrti v Case (vyvoj v lIékarstvi, Zivotni prostredi —
velky vliv kvality vody, zivotni styl, nové nemoci)

> Mozné modelovani:
> Podle pfi€in umrti — problém, jak zachytit nové nemoci

» Podle vékové struktury — détska umrtnost, nehodovy hrb, konstantni ¢ast,
starnuti, vysoké véky

> Vyuziti spiSe populacnich tabulek bez velkého vyhlazeni
» DuleZité srovnat vysledky s vysledky v okolnich zemich
»  PFi nedostatku dat pouzit data z okolnich zemi

» Hlidat smysluplnost vysledku, pochopit pozorovani

> PF. Lokalni maxima a minima v pravdépodobnostech umrti
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Trend umrtnosti — ukazka 1

> v Nizozemi pouze muzi véku 45-75 v letech 1951-1975 méli rostouci trend v

pravdépodobnostech umrti

Male, age 65,5
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Trend umrtnosti — ukazka 1

» U nas muzi 45 — 75 od zacatku 60. let do konce 80. let
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Trend umrtnosti — ukazka 1

»  Hlavni pri¢iny umrti:

> (auto) nehody
» Rakovina (plic)

» SrdeCni onemocnéni

»  VSechny priciny smrti redukovany v 70.letech (u nas po roce 1989)

> Vyrazny posun v lékarstvi

> Chovani a zména zivotniho stylu
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Ukazka 2 — Nadeje doziti v NL (vek 0)
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Ukazka 2 — Zbyvajici doba doziti v NL (vék 65)
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Modelovani umrtnosti v pojistneém kmeni

» Hladina umrtnosti pojisténych odliSna od hladiny v populaci

»  Vyuziti selekénich koeficientld (poCatecéni selekce, urovriova selekce)

» 2 zpusoby stanoveni umrtnosti v pojistném kmeni:

> primy vypocCet - vypocCet q(t,x) pfimo z vlastnich dat a nasledna tvorba umrtnostni
tabulky z vypoc€tenych hodnot — problém dostatku dat

»  pres selekéni koeficienty - stanoveni q(t,x) a projekce z dat populace, vyuZziti
vlastnich (kmenovych) dat k ur€eni spravné hladiny pomoci selekénich koeficientd
(urovhova a pocatecni selekce)

» modelovani zaloZeno na ruznych predpokladech:
» pfimo pravdépodobnosti umrti q(t,x)

» modelovani specifickych mér m(t,x)

&
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Vypocet selekénich koeficientu

v

zvlast pro jednotlivé skupiny (vék, pohlavi, typ produktu, bydlisté, zdravotni stav,
trvani pojisténi)

v

urovnova selekce f, - rozdil mez hladinou v populaci a v pojistném kmeni

v

pocCateCni selekce z, - rozdil v hladiné vlivem zdravotniho underwrittingu
f _ Zt D (t, X)
2 q(t.x)E(t, x)
_ 2.+ D (¢, x)
2t [xq(t.X)E(t, x)

D(t,x) — skuteCny poCet zemrelych ve véku x a kalendarnim roce t (v kmeni)

Zy

v

v

E(t,x) — poCateCni expozice osob ve véku x v kalendarnim roce t (v kmeni)

v

q(t,x) — pravdépodobnost umrti osoby ve véku x a kalendarnim roce t (v populaci)
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Modely umrtnosti

Statistické metody:

> linearni regrese, redukéni faktory, p-spline

Stochastické modely:
> Modely s diskrétnim Casem

> pf. Lee Carter, Renshaw Haberman, Cairns Blake Dowd
>  Modely se spojitym Casem

> vyuziti vztaht pro p(t,x)

» analogie modelu urokovych mér

du(t,z) = a(t, z)dt + b(t, z) dW (t)

&
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Statistické metody

» pozorovani trendu v minulosti a jeho nasledna extrapolace do budoucnosti

4(1)

Past Future
(Graduation) (Extrapolation)
AN A
N ™

rf
Time 1
5
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Statistické metody

» snadna aplikace
» vyznamny Vliv zvoleného obdobi (pro vyhlazeni) na vyslednou extrapolaci

> horizontalni pfistup (hrozi nekonzistence psti umrti mezi véky)
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Statistické metody

»  zavedeni reduké&niho faktoru: R(t — t’,x), t >t

qt,x) =q(t',x)R(t—-t',x), t>t

»  Pr. Jednoduchy faktorovy model:

» Zavadi se faktor: f(x) = \/ a(t %) , p>0

» t' — p je rok posledni vyznamné zmény trendu pozorované v datech
(pomoci spline fci, graficka nalyza)

> Pro budouci umrtnost plati

q(t,x) = q(t, Of )Y, >t

/20
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Statistické metody

>

Pr. Exponencialni vzorec: (pozorovani z obdobi t4, ..., t;)

Inqy(th+1) — Ingy(tn) = =0, (the1 — th),

=1, ..,n—1
qx(tn)
Nalezeni §,, metodou nejmensSich ¢tvercu
0
Time 1

=
)

|

0
Time ¢
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Statistické metody

> zobecneni exponencialniho vzorce: qx(t) = a, + be}é

» dalSi mozné vzorce:

2%
Qx(t) = Ay + P

qx(t) = izo ax,hth , pro p=3 Esscheruv vzorec)
e Gx(t) p n
Ax(t) = i kde Gx(t) = Xp_ Cxnt

&
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Statistické metody

> Pouziti zakont umrtnosti: u, (t) = o(x; a(t), (t),...)

>

parametry a(t), 5(t), ... se odhadnou pro kazdy rok pozorovani t
(MNC, min x2, Calendar year

max. vérohodnost) i I
1 P Xmir Y Y Y
jednotlivé parametry se e .
v Case prolozi kfivkou ol s 9
XX X
5
g:ﬂ x| x| x X
XX X
XX pt
XX X
Xmax i i i
l ¢ (x: ap. Bpe-o)  —W
—» ¢ (x: alr). B(1)....)
@ (x: ag, By, .. >
v
¢ (x: . By, --.) '

&
/23 Kooperativa

VIENNA INSURANCE GROUP



Agenda

»  Uvod
> Trend v umrtnosti
> Modelovani umrtnosti v pojistném kmeni
> Modely umrtnosti
»  Statistické metody
» Lee Carter
> DalSi modely s diskrétnim Casem
> Cairns Blake Dowd model
> Projekce v LC a CBD
» Vyhlazovani dat
» Projekce pomoci cilové tabulky

» Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich

&
Kooperativa

VIENNA INSURANCE GROUP

/24




Lee Carter model

» Lee Carter (1992): Inm(t,x) = )El) + ﬁ)gz)k?)

> jednofaktorovy model

» bez dodate¢nych podminek nema jednoznacné rfeSeni

» &asto dodateéné podminky typu )., 352) =1, X k§2) =0

(ke, =0, Yo, BZ=1)
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Kalibrace Lee Carter

> Model LC ve tvaru: In #1, (1) = ayx + Bxk: + €x(1)

»  Sinqularni dekompozice:

X In

2
»  Minimalizujeme vyraz:  Oprsle, fk) = Z Z (ln My (f) — oy — ,Bx.i(;)

x=x1 t=1
1 i
> Odtud: T In 771, (¢
x :,,_z1+1_z x(?)
=i
» Odhad B, a K; z matice . _ R R
In Mg (£1) — Oxy - - In My (Tn) — Oy
Z=IhM-a = :
l[]. ?TJIIF” (I-I} —_— Ex”_]. e ]Il ﬁixm {fﬂ} — ﬁx.ﬂl
_ Xm In 7
» Minimalizujeme vyraz: ~ OLs(B,x) = Z Z (fxr - ﬁxﬁ’t)
x=x1 t=ty

&
/26 Kooperativa

VIENNA INSURANCE GROUP




Kalibrace Lee Carter

» Lze odvodit, Ze nejlep$i odhad matice Z je L ~=71" = /v u]

xm—x14+1

»  Odtud E: vl K =/ M Z U1 | H1

xm—x1+1 _

»  Newton-Raphsonova metoda: O s(e, B, k)

»  Parcialni derivace podle parametrl polozeny rovno 0 davaji soustavu rovnic

'rh‘

D: Z{l[lmx(r:'_ﬂx_ﬁxk-t}: x:xlszj...-}x”g

t=tq

Xrrt

0= Bel(lnfiie(t) — oy — Pexs), t=1t1,02,...,1

x=x1

In

0= Z-’fr(ln?ﬁx(f) — Uy — ﬁxfr)a X =X1,X25...4Xm

t=tq

&
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Kalibrace Lee Carter

» Iteraéni proces odhadu parametrd zalozen na rekurzivni formuli

ik
glet) _ gy _ fE"™)
f/(&h)
»  Konkrétné tedy
S, (Infie(t) —a® — BE=E)

ty, —t1 + 1
xm ok Gt _ gl (k)
t A - m}
e (B:7)

fia+l *"ﬂa ~(k+1
) d th{ })

Af&+n
Z(k+1) _ k) D O
X _ X

?;n("f”””)
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Kalibrace Lee Carter

»  Metoda max. vérohodnosti s predp. Poiss:

> jsou dostupné expozice a poCty umrti E(t,x), D(t,x)

> predp.: D(t,x) ~ Poiss(E (t, x)exp(a, + Bikt))

»  Maximalizujeme logaritmickou vérohodnostni funkci:

L(a,B, k) = z Z(D (t,x)(a, + Byrk;) — E(t,x) exp(a, + Bik:)) + konstanta

X

»  Aplikujeme Nexton-Raphsonovu metodu

&
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Ukazka na datech Belgie
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Figure 5.3. Estimated ax, fx, and i; (from left to right), x = 0,1,...,104 (top panels) and x = 60,61,...,104 (bottom panels), t = 1920,1921,. .., 2005,

obtained with HMD data by maximizing the Poisson log-likelibood (5.21) (the values obtained by least-squares are displayed in broken line).
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Ukazka na datech CR
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Dalsi modely s diskrétnim casem

> Renshaw Haberman (2006): Inm(t,x) = ,El) + ﬁf)k@ + [)’,53))@(36
» zobecnéni LC modelu (zahrnuti efektu kohort)

» dvoufaktorovy model kﬁz),yﬁ’i

» oproti LC vylepSeni kalibrace (zohlednéni kohort dle roku narozeni t-x)

> nevyhodou je (ne)robustnost (vysoka zavislost vysledné kalibrace vzhledem k
mnozstvi dat zahrnutych do odhadu) — vérohodnostni funkce ma vice maxim

Lee—Carter Model Renshaw-Haberman Cohort Model
- - it D <
SO SR ', :
"‘ "E ‘.3:';':: s . t:'i' l":: . H " . i . ' .
D B B R L * T T YT
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Dalsi modely s diskréetnim casem

» Currie (2006):  Inm(t,x) = B + k@ + &,

» zjednoduSeni RH modelu (vliv jednotlivych efektl je nezavisly)
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Cairns Blake Dowd model

> Cairns Blake Dowd (2006): logit q(t, x) = In 1";"“(;‘)) =k + kP

» dvoufaktorovy model, (k(l) kt(z))
> urceno pro umrtnosti ve vyssich vécich (60-89 let)
» neobsahuje efekt kohort

» postupné vzniklo nékolik variant CBD modelu

logit q(t,x) = In—== awwx) k(l) + k(z)(x X)

1-q(tx)
logit gy = 1n1q—t = kM + kP -0 +v2)
X,
logit gy = ln%;t kP + kP -2 + kP (- 02— 02) + v
X,
logit g, = In 1o zx; , = kgl) + kt(z) (x—%) + y(3) (x, — x)
X,

&
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Kalibrace CBD

»  Metoda nejmensich étverci: o a.(t 2
Oi(k) = Z (ln EI( ) — .-f{,“ — Hl‘zlx)
—ri Dx(2)

»  kalibrace pro kazdy kalendarni rok

»  Metoda max. vérohodnosti s predp. Poiss:

» analogicky jako pro LC
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» Projekce pomoci cilové tabulky

» Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich
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Projekce v LC a CBD modelu

»  Model nahodné prochazky s driftem:

LC (d parametr, &, nezavislé s N(0,62)):  k: = kr—1 +d + &

k
> tedy pro k>0 plati Kiytk = Kt, + kd + Z Stn+i
=1
> aodhad je roven Ktyrk = E[-‘fr”+E|h’eru= oo s ke, = ke, + Rd
- R R, —R
»  Odhady metodou max. vérohodnosti: d = Z:(Er K1) =21
In — 11 t—t In — I
1 & ~\2
5t = A —d)
Iy — 11 t=t
5
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Projekce v LC a CBD modelu

1 1 1
CBD (d4,d; parametry, §; = (Etl] 21y nezavislé s N(0,%)): h’l = h" '  +di+ 5' '

h’ll] _Hlll +d» +é’§[l|

»  Odhady parametrua (jako v LC)

1 'rﬂ ) . 2
52 = Z(ﬂ;l_ﬁiﬂl d-), i=1,2

ty—1ty—

LS (@, ) (2, e

_15113‘11

&
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Agenda

»  Uvod
> Trend v umrtnosti
> Modelovani umrtnosti v pojistném kmeni
> Modely umrtnosti
»  Statistické metody
» Lee Carter
> DalSi modely s diskrétnim Casem
> Cairns Blake Dowd model
> Projekce v LC a CBD
> Vyhlazovani dat
» Projekce pomoci cilové tabulky

» Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich
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Vyhlazeni realnych dat:

»  Gompertz Makehamovy modely
(velké vyhlazeni, niCi tvar (exponenciela), vhodné jen pro urcité veky

U, =a+bc*
»  King — Hardyho metoda (vyuziva CSU)

»  p-spline, klouzavé priaméry, Whittaker - Hendersonova metoda — viz. demografie

»  Alternativni metoda vyhlazeni: Van Broekhoven(yv algoritmus (vB algoritmus)
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vB algoritmus

» Klouzavé pruméry vazené kvadratickou funkci pres transformaci q(x)
> f(x) = In(-In(1-q(x)))
»  f(X)= a + bx + cx?

» Pro pevné x se najde a, b, ¢ pomoci pozorovani x-5, ...,x-1,x,x+1,...,x+5 metodou
nejmensich Ctvercl

» Pro vysledné q(x) plati

qx)=1-¢""
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vB algoritmus
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vB algoritmus
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vB algoritmus
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vB algoritmus
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vB algoritmus
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Testovano na tabulce z let 1990-1995 (NL)
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Agenda

»  Uvod
> Trend v umrtnosti
> Modelovani umrtnosti v pojistném kmeni
> Modely umrtnosti
»  Statistické metody
» Lee Carter
> DalSi modely s diskrétnim Casem
> Cairns Blake Dowd model
> Projekce v LC a CBD
» Vyhlazovani dat
> Projekce pomoci cilové tabulky

» Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich
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Projekce pomoci cilové tabulky

> Problém projektovat umrtnost do daleké budoucnosti
»  Proto je uzite€né zohlednit ostatni predpovédi (dle |ékafl, demografl, védcu,...)

> Problém s aktualnim trendem umrtnosti — nelze podle takového trendu projektovat
pfilis do budoucnosti (pf. NL velmi strmy trend od 2001)

» VhodnéjSi nez extrapolovat tabulku do budoucnosti je priblizeni k néjaké cilové
tabulce v budoucnosti

»  PfFiblizovani se provadi az po vyhlazeni tabulky

» Jednoduchy model trendu:
q(x; j+1)=q(x; j)x f(x)

» Zobecnéni:

q(x:j+0)=q(x x| | f(xij+i)
i=l1

&
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Projekce pomoci cilové tabulky

» Faktor f(x;j) je odhadnuty z mistnich dat, faktor v dalSich letech se definuje jako

S j+i)=[(x; j)xe
> Tedy

4
qCx:j+10)=q(x Hx [ ] £ f)yxe ™
=1

» S Casem t prevlada treti faktor nad druhym

a(x)r(r+1)
2

g(x; j+0)=q(x; )% f(x;)) xe
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Projekce pomoci cilové tabulky

> Vypodet parametru a(x)

logq(x;j+1,)—logq(x;j)—1,xlog f(x; j)

a(x)=
) Fxt,x(t,+1)

q(x)

year
== country 1 =—#=—country 2 country 2 alt
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Agenda

»  Uvod
> Trend v umrtnosti
> Modelovani umrtnosti v pojistném kmeni
> Modely umrtnosti
»  Statistické metody
» Lee Carter
> DalSi modely s diskrétnim Casem
> Cairns Blake Dowd model
> Projekce v LC a CBD
» Vyhlazovani dat
» Projekce pomoci cilové tabulky

> Pravdépodobnost umrti ve vysokych vécich
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Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich

»  Pravdépodobnost umrti nad 105 let je spiSe konstantni nebo roste jen velmi mirné
(mezi 0,5 az 0,6 — ,binomicky proces®)

> Zalezi velmi na zemi
> Omega — maximalni vék doziti — opravdu se zvySuje?

» Mozna se jen vice lidi doziva 105 let a pak ,hazi minci“, proto i vic lidi hodi
panu
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Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich

>  Pro vysoké véky nefunguje vB algoritmus
» Data jsou pfilis volatilni
» Transformace nefunguje prog(x) =1aq(x) =0
» V Case se nemeéni zbyvajici doba doziti ve vysokych vécich (zadné zvysSeni, spisSe
shizeni)

»  Minimalni rozdil mezi muzi a zenami
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Zbyvajici doba doziti ve 100 letech (NL)

Period Male Female
1971-1975 1.78 1.92
1976-1980 1.91 2.18
1981-1985 1.96 2.09
1986-1990 1.96 212
1991-1995 1.79 1.92
1996-2000 1.55 1.93
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Zbyvaijici doba doziti ve 100 letech (CR)

T
/ O N L A AL

\./-l-
==mui-vék 100
=f=jena-vék 100
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
19490 1991 19482 1993 1994 1995 1996 1997 1993 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2006 2006 2007 2008 2008 2010 2011
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Pravdepodobnost umrti ve vysokych vecich

> Gompertziv zakon pro urcity vék x_0: fi’l(.)C) — —log {l — Q()C)}

(x+1)= fm(x)x o
S0 filxy+1) = firxg) <’

ea(x—,

>  Odtud Ize vyjadrit ) \
0) In Py

q,=1-e

o(x

i e _xO)lnpr
e, =0.5+ Z | | e "

X=X, X=X,

&
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Déekuji za pozornost!

Otazky?
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