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Motivace k pouziti RIMCMC

Stochasticka metoda (VaR 99,5%) [‘

(Dis-)proporcionalni vyuziti dat

Chain-ladder RIMCMC

B s B =
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Zakladni pojmy
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Zavedeni znaceni
Inkrementalni vyvojovy trojuhelnik

0 1 n—1 n
0 Xo,0 Xo,1 Xon-1  Xon
1 X1,0 X11 X1n-1
Xin—i
n—1 Xn-10 Xn-11
n Xno

Dn={Xl-J-;i+an;0 <i<n0 < Sn}
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Zavedeni znaceni
Po doplnéeni na Ctverec — odhad rezervy

0 1 n—1 n
0 Xo,0 Xo,1 Xon-1 Xon
1 X10  Xi1 Xin-1 Xin
Xin—i
n—1 Xn-10 Xn-11
n Xn,0 Xn1 Xnn
D ={X;;i+j>n0<i <n0 <j <nj
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Odvozeni RIMCMC
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Vyvoj modelu
Poissonuv model=» Overdispersed Poisson model

Necht existuji:
Radkové parametry y; > 0, i € {0, ...,n}
Sloupcove parametry y; > 0, je{0,..,n}
tak, ze X; ; jsou vzajemné nezavislé nahodné veliCiny s Poissonovym
rozdelenim a plati:
E[X;;] = Var|X;;| = wy;,  Vij €{0,..,n}

a
n
S
j=0

Lze rozsirit na Overdispersed Poisson model zavedenim disperzniho
parametru ¢ > 0:

uyi
—~P0l( :DJ)’ pak [E[Xl,]] = ,Lll]/] a Var[Xl-,j] = (p,l,ll)/]
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Bayesovsky odhad

CasteCné Bayesovsky ODP model

Zavedeme:
Radkové parametry y;, i€ {0, ..., n} jsou ndahodné veli¢iny
Sloupcove parametry y; >0, je{0,..,n}aplatiy’_y; =1
Disperzni parametr ¢ > 0

tak, ze:
X. . .
Ll poi <.uly]>
p P

9
Dvojice (Mi, (X; 0, ...,Xl-,n)) i =0,..,njsou nezavislé a

u;~I'(s,s/m;), s,m; >0
Tedy
[E[Xi’j|ui] = Wyj, vi,j €{0,...,n}
Var[Xi,j|ui] = @uy;, Vi,j €{0,..,n}
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Bayesovsky odhad

CasteCné Bayesovsky ODP model

Pomoci Bayesovskych metod chceme ziskat odhad

E|Cin|Dn] = Ya;grrl(gl)m[(ci,n—Y)2|Dn], kde Cip = Y70 Xy
€ Cin ™1

Odhad hustoty aposteriorniho rozdeleni ziskame pomoci Bayesovy

vety:
Xl,]

(#i)’j)?
UiVj
u(y, ---;.Unlpn) X 1_[ exp {_ l J} )g?
A P (A)l
i+j<n 0)

Kde symbol « znamena ,rovnost az na normalizaCni konstantu®

Pro apriorni rozdéleni u;~I'(s, s/m;) je aposteriorni rozdéleni také
Gamma a Ize vyjadrit analyticky

U([.ll, " :un)

Page 11 RIMCMC EY



Bayesovsky odhad
PIné Bayesovsky ODP model

Zavedeme:
Vektor 8 = (ug, ..., Un, Yo, - Vn) S VZajemné nezavislymi nahodnymi
veliCinami
Disperzni parametr ¢ > 0

tak, ze:

X : . (MHiYi . ;. v ;e s
f‘ ~Poi (%) a jsou vzajemné nezavislé
0

IE[XLJ|H] — [.ll']/j, Vl,] € {O, ...,Tl}
Var[Xl-,j|0] = Uy, Yi,j € {0, ...,n}
ui~T'(s,s/m;)

yj~[‘(v, v/cj)

S, v,m;, cj > 0
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Bayesovsky odhad
PIné Bayesovsky ODP model

Odhad opét ziskame pomoci Bayesovy véty:

Xl,]

(Mi]/j)?
I ‘ HiYj @
u(:ulr e Uy V1o "'ianDn) X exp {_ l ]} X; U(ﬂl, ey Uy V1 oo
i+jsn ¢ (71)'

Pro apriorni rozdéleni u;~T'(s, s/m;) ay;~T(v,v/c;)
NELZE

aposteriorni rozdeéleni vyjadrit analyticky!

) Vn)
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Metoda Markov Chain Monte Carlo
Metropolis-Hastingsuv algoritmus

f(X10)uge(0)

Jo f(X]0®)ug(®)do

Misto analytickeho vyjadreni aposteriorniho rozdeleni sestavime
reversibilni ergodicky Markovsky retézec:

(0)ten, ktery ma u(0]X) jako stacionarni rozdéleni

u(0|X) =

Ergodicky MR je nerozloZitelny Fetézec, ktery ma vdechny stavy trvalé
nenulové a neperiodické

Reversibilni MR (0,)¢en, :
;PO = |0, =1) = 7TjP(Gt+1 = i|0; = j),
kde m je stacionarni rozdéleni MR (),

Dale budeme potrebovat pravdépodobnost prijeti @ a navrhovou
hustotu q(- | -)
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Metoda Markov Chain Monte Carlo
Metropolis-Hastingsuv algoritmus

Inicializuj ®,at =0
Prot < tax
Generuj ©* zq(- |0,)
Spociti

a(0,,0%) = min{l u(®*|x)q(@t|@*)}

' u(®t|X)q(®*|®t)
Generuj U~U(0,1)

Pokud U < a(0,,0") tak nastav 0,,; = 0%, jinak
Ory1 = 0
t =t+ 1 ajdinakrok 2.
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Bayesovsky odhad

ODP model s exponencialnim rozkladem

Zavedeme:

Vektor 8, = (a, B, Ug, -» Un, Yor > Yi—1) S VZajemné nezavislymi n.v.
Disperzni parametr ¢ > 0

Index useknuti k, ktery urCuje, od kterého vyvojového obdobi predpokladame
exponencidlni rozklad y; = exp(a —jB)  Vj € {k,..,n}
Mame:
X j . (HiVj y . .
—I|  ~Poi (“—yj) vzajemné nezavislé
¢ 1o, ¢
[E[Xl’]lek] = ,Ui]/j, Vl,] € {O, ...,Tl}

Var[Xi,j|0k] = ouy, Vi,j €{0,..,n}
u;~I'(s,s/my), i=0,..,n
yj~F(v, v/cj), j=0,...,k—1
Yj = exp(a — jB), j=k, ...n
a~N(a,c?), L~N (b, T?)
m;, s, ¢, v,0,7>0; a, beR
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Model pro potreby RUIMCMC

Model budeme znaéit M, ke{1l,...,n}

Nyni nestaCi Bayesovsky odhad 6, ale nutno 1| M, tedy:
U(My, 0k |X) x fir(X|0y)ug, (Ok) u(My)

S (@) — (. ® g, @©
Budeme hledat MR (© )teNO = (k®, 0, )teNO
stacionarni rozdéleni ma hustotu u(My, 6;|X)

, jehoz

Je treba doplnit apriorni rozdeleni u(M;) = %,Vk €
{1,...,n}
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Model pro potreby RUIMCMC

Dale potrebujeme:

Navrhovou hustotu dodatecneho parametru:

9 Gl
Funkci:
T LGl
Pro kterou plati, ze je difeomorfimus, tzn.

Spojité diferencovatelna a

Existuje k ni inverzni zobrazeni, které je takeé spojité
diferencovatelné

_ -1
Tk —k* Tk*—>k
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Algoritmus RIMCMC

Inicializuj 8@ a t =0
Pro t < tyqx Vyber M+ s ndvrhovou hustotou k* ~ (- |k®)
Pokud k* = k® tak aktualizuj parametry pomoci MH na
O+ = (k*,0,-*V) ajdina krok c)
Pokud k* # k® tak
Generuj u® z rozdéleni g, .- ( |0§:()t)) a nastav (6, u*) =
Tk<t)_,k*(9,({t<)t);u(t))
Spocti pravdépodobnost pfijeti a(t —*)

S pravdépodobnosti pfijeti akceptuj @) = (k*, 6;-) jinak poneche;
0D = (k®,0))

t =t+ 1 ajdi nakrok 2.
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Detail kroku 2)

Navrhova hustota k~q(- |k®)), pro kterou plati:
q(k — 11k) = q(klk) = q(k +1|k) = 1/3

q(1]|1) =2/3 aq2|1) =1/3
q(n|n) =2/3 aq(n—1[n) =1/3
Zarucuje zjednoduseni druhého Clenu v pravdepodobnosti
prijeti:
u(My+, 0)+1X) CI(
UMy, 9(

( t>‘9(@) a(e((t) ut)
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Detail kroku 2a)

Aktualizujeme (u\",...,u®) za pouziti Gibbsova
vyb&rového planu u{*, ..., ult) ~u(-la®, 80 4. A0 D)

Aktualizujeme (\",...,~\", _,) za pouziti Gibbsova

vybé&rového planu v ..., 7Y, ~u(la®, 30, ufHY Y Dy

Aktualizujeme (a®, ) za pouziti MH algoritmu

Provedenim téchto krokt obdrzime
@(t—|—1) _ (k(t—l—l) 9(t+1) ) _

k(t+1) /) —
41 t+1 i1
_ (k(tJrl)’ (a(t+1)’5(t+1)7“é+ ),...,ugfﬂ),%() " ),-.-, l(ﬁ(z:_)l))
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Detail kroku 2Db)

4  k*  »
K® — 1 kK© +1

t s
k= k0 —1 O = Ty 41 (030, u ™)
9**,u* =T (t) (t) _ Q(tl (d)
(O u") = T sk —1 (Oy) u® ~ g paa (- |91(:(1)) <
t
u* —’Y;E;(Z) | @ T'(v*,v*/ exp{a® — k") 311

v >0
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Priklad na realnych datech
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Vstupni data

(POV — skody na zdravi)

Inkrementalni trojuhelnik vyplacenych Skod13x13

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 93 441 431 249 141 104 143 89 111 65 54 107 148
1 80 516 699 504 417 301 101 240 199 136 415 210

2 135 1010 988 382 319 182 226 200 117/ 185 170

3 128 863 838 474 287 145 205 1/3 216 365

4 278 1399 1153 505 377 506 204 209 220

5 398 1620 559 229 204 197 129 54

6 508 1016 778 622 337 600 236

7 364 1199 /52 718 816 642

8 397 958 608 895 559

9 371 856 597 474

10 243 863 642

11 243 777

12 241

| — 012022

— O1/2012
— O1f2013
0172014
0172015
alj2014
— 0172017
0172018
0172019
— 01/2020
— 0142021

— 012023
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Mack Chain-Ladder vs. RIMCMC
(POV — Skody na zdravi)

Hustota rezervy - Mack

4
|
3.
3.
Q.
2.
'|.
'|.
[} SE—— " — o S TS —_—_—— S —
G136 9017 9892 10780 119846 13131 14307 15482 18458 17833 19008 20184 21359 22535 23710 24856 2608l 27237 25412 29585 30748 31938 33114 34289 35445 34440

Hustota rezervy - RIMCMC

4
AMM T
L e L e o B B B L e B By B L S RN B H

0'|"'|"'|"'|"'|' | L B L
BT D5BE 10405 11496 12587 13678 14780 15881 16952 18043 19134 20208 21317 22408 23499 24500 25832 28773 27a44 28955 30046 31138 3220 33320 34411 35502
Reserves

o

[

Probability (25
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Mack Chain-Ladder vs. RIMCMC
(POV — Skody na zdravi)

Porovnani hustoty rezerv

4,50

Mack
4,00
RJMCMC

3,50
Bootstrap

3,00

»N
a
o

Pravdépodobnost
~N
o
o

1,50

1,00

0,50

0,00
0 5000 10 000 15000 20 000 25000 30 000 35 000 40 000 45 000 50 000
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RIMCMC - porovnani
(POV — skody na zdravi)

RIMCMC Mack CL Bootstrap
Rok Stredni  Smérodatna| Stredni  Smérodatnd| Stredni  Smérodatna
hodnota odchylka hodnota odchylka hodnota odchylka

0 0 0 0 0 0 0

1 246 94 278 0 288 223

2 516 165 526 7 534 285

3 761 205 801 238 808 330

4 1362 315 1428 350 1441 477

5 1200 246 1239 296 1247 404

6 1758 314 1794 370 1810 504

7 2313 368 2349 422 2368 597

8 2 363 340 2397 463 2414 600

9 2177 292 2206 489 2217 560

10 2516 317 2541 630 2566 658

11 2923 348 2948 894 2971 838

12 4000 475 4029 1859 4084 2069
Celkem 22135 2728 22535 2939 22747 4150
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RIMCMC - detailni vysledky
(POV — skody na zdravi)

Index useknuti

350001
30000 1
250001
200001
15000 1
10000 1

5000 4

-, ., T, T, T L T T " T " L T
1] 1 2 d 4 5 ] 7 i 9 10 1 12

Realizace indexu useknuti

] 000 10000 15000 20000 23000 30000 35000 40000 45000 50000 5000 &0000  &5000  FOOO0  TS000 80000 Bi000  S0000 25000
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Prakticky priklad — POV vécné skody

Page 29 RIJMCMC

EY



Vstupni data
(POV - vecneé skody)

Inkrementalni trojuhelnik vyplacenych Skod13x13

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 (10322 4523 595 224 154 17 10 9 4 -9 79 -2 -5
1 11015 5724 829 233 89 51 15 4 -11 5 -4 -12
2 (12127 5493 808 239 110 22 16 17 4 -3 -4
3 (12578 7170 862 314 157 86 116  -46 62 51
4 115766 6670 987 277 94 62 44 29 12
5 [17517 6657 799 269 103 58 116 87
6 (16944 5998 1018 303 198 52 73
7 (14781 6358 988 277 125 40
8 (12840 5356 1265 333 117
9 (12255 4783 1112 412
10 |11 743 4865 844
11 |9792 4210
12 19192

25000
20000
o 15000
10000

S 000

— 012012
— o120
012014
0172015

olj201é
— G273
0142018
01/2019
— 0142020
— 01201
— 012022

=

— 012023
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Mack Chain-Ladder vs. RIMCMC
(POV - vécneé skody)

Hustota rezervy - Mack

4
|

3.

3.

Q.

2.

'|.

'|.

272002995 3270 3544 3819 4094 4347 44643 4918 5193 5487 5742 o017 4292 4565 4041 T4 7391 Tos5 7940 8215 5490 8784 9039 9514 2589 9883 10038 10504 10871 11237 11803

Hustota rezervy - RIMCMC

4
M | Detemlnlsnc reSU”

0'|"'|"'|' f f f f o T L L N A B
5588 5743 S5 5993 6]29 6264 6399 6534 GEED GB05 G940 TOTS 210 Fa46 T4B] FEl6 TTE FEB6 3022 157 3202 B427 G540 8400 B833 8085 9103 9239 93}'4 9509 B444 0779 9015 10050
Reserves

[ o

Probability (25
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Mack Chain-Ladder vs. RIMCMC
(POV - vécneé skody)

5,00

4,50

4,00

Pravdépodobnost
~n N w
o (8] o
o o o

-
(92
o

1,00

0,50

0,00

2000

Porovnani hustoty rezerv

4 000

6 000

8 000

Mack

RJMCMC

Bootstrap

10 000

12 000 14 000
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RIMCMC - porovnani
(POV - vecné skody)

RIMCMC Mack CL Bootstrap
Rok Stredni  Smérodatna| Stredni  Smérodatnd| Stredni  Smérodatna
hodnota odchylka hodnota odchylka hodnota odchylka

0 0 0 0 0 0 0

1 7 10 -6 1 -11 22

2 17 15 -14 9 -22 31

3 47 26 13 68 4 57

4 75 33 29 80 18 71

5 107 38 49 90 39 83

6 142 40 67 100 57 94

7 189 41 121 105 111 102

8 215 38 153 99 146 103

9 314 42 256 103 248 120

10 545 51 490 121 482 150

11 1127 74 1081 213 1076 209

12 5011 283 4968 752 4959 520
Celkem 7796 451 7 208 916 7 106 703
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RIMCMC - detailni vysledky
(POV - veécneé skody)

Index useknuti

40000
35 000 1
30000 1
250001
200001
15000 1
10000 1

5000 4

0 '|"'|"'|"'|"'m" T T ,...’ﬁ...’ﬁ...’ﬁ..

LA T T
] 1 2 d 4 5 ] 7 i 9 10 1 12

Realizace indexu useknuti

:
10 T-‘

3_

6_

4_

2_

L S A A A A A A A B A A A A A R A A A A R A A A A A A

] 000 10000 15000 20000 23000 30000 35000 40000 45000 50000 5000 &0000  &5000  FOOO0  TS000 80000 Bi000  S0000 25000
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Prakticky priklad — pojisteni plodin
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Vstupni data
(Pojisteni plodin)

Inkrementalni trojuhelnik vyplacenych Skod13x13

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 2448 38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 3705 206 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 4718 43 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 4094 35 -1 0 0 0 0 0 0 0

4 3052 15 0 0 0 0 0 0 0

5 4238 17 1 0 0 0 0 0

6 3553 39 0 0 0 0 27

7 3411 31 17 0 0 0

8 1786 58 0 0 0

9 1266 21 0 0
10 | 1738 23 0
11 | 2518 3
12 | 2974

4500 — o1j2012

4000 — 0172013
3 500 0172014

3000 01,2015
g 2500 0172014
W o — o1/2m7

1500

012018
0142019
1000 — 0172020
500 — 01202
0 ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! . | — olj2022

— 01/2023

=
ra
=
.
wn
o
S
w
=)
=
=
=
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Mack Chain-Ladder vs. RIMCMC
(Pojisteni plodin)

Hustota rezervy - Mack

4.

:
3.

3.

2.

2.

'|.

'|.

e s e nnn s S S S S S
215-204 <187 170 -153 <136 1200 <103 -92 -B0 -89 -85 -47 35 24 13 -24 915 286 38 49 &0 71 82 94 105 116 127 139 150 141 172 184 195 208 217 228 240 251 282 273 285 296 307 318 330

Hustota rezervy - RIMCMC

. —_— Determlnlshc result
g
]
£
£
e
o
].
e e e B B B L) R L UL AR RN R A RN RN RN R
2421 -17 <14 10 }' 320235}'910 14 17 21 24 28 31 35 38 41 45 48 52 55 59 62 66 69' T2 }'6 TG' 83 86 90 93 9? 100 103 10}'11011411}'121 124 128 131 134 138 141 145
Reserves
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Mack Chain-Ladder vs. RIMCMC
(Pojisteni plodin)

Porovnani hustoty rezerv

8,00

Mack
7,00

RJMCMC
8,00 —— Bootstrap

w
=]}
C
o]
o
o
(=}
o
Q@
o
=
o
o
-300 -200 -100 0 100 200 300 400
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RIMCMC - porovnani
(Pojisteni plodin)

RIMCMC Mack CL Bootstrap
Rok Stredni  Smérodatna| Stredni  Smérodatnd| Stredni  Smérodatna
hodnota odchylka hodnota odchylka hodnota odchylka

0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

2 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

4 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

5 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

6 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

7 3,33 3,40 3,55 10,65 3,35 10,96

8 1,76 1,81 1,89 7,56 2,02 8,52

9 1,24 1,26 1,32 6,26 1,43 7,06

10 1,89 1,83 1,80 7,38 1,57 8,20

11 4,17 2,91 3,84 10,08 3,59 12,68

12 47,98 10,48 47,63 51,08 47,97 41,51
Celkem 60,36 17,23 60,04 56,15 59,93 49,11
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RIMCMC - detailni vysledky
(Pojisteni plodin)

Index useknuti

50000 1

40000 1

30000 1

20000 1

10000 1

0

1] 000 10000 15000 20000 23000 30000 35000 40000 45000 50000 55000 &0000  &5000  FOOO0  FS000 80000 85000 S0000 25000
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Zav
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Zaver

|

Obecneé ma mensi smerodatnou odchylku v
porovnani s dalsimi metodami

Muze vést ke snizeni kapitalového pozadavku

9

NaroCcna na implementaci a interpretaci

Metoda je velmi citliva na zaporné a nulové
Inkrementy
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Pravdepodobnost prijeti

a(t —*) spocteme jako minimum z jedné a

Lo W*]0%) aTk<t>_>k*(9,i()t)' ©)
k¢ ))9k<t>—>k* (u(t)‘e,(:()t)) 5(9(()@' ©)

u(My-, 05-1X) q(k
u(Mk(t), 01(:)

Page 44 RIMCMC EY



Detail kroku 2Db)

n—~k .
aft - %) =minq 1, H '
i=0 |
e
k® +1 KO _ 1
k*
KO —1 (P 4+ 1
n—k* F_
a(t —*)=ming 1, H '
i=0 | -
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