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Kreditńı riziko

je riziko vyplývaj́ıćı z neschopnosti nebo neochoty protistrany splatit
své závazky

kreditńı riziko a SAV 5 let zpět
I 21. 3. 2014 kreditńı riziko
I 14. 3. 2014 kreditńı riziko
I 19. 3. 2010 kreditńı riziko KMV model
I 26. 2. 2010 kreditńı riziko CreditRisk+
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1.1. CreditRisk+ model
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Poissonovo rozděleńı

vytvǒruj́ıćı funkce pravděpodobnost́ı n. v. X :

PX (z) =
∞∑
n=0

zn · P[X = n]

vytvǒruj́ıćı fce Poissonova rozděleńı P(z) =
∞∑
n=0

λn

n! e
−λzn = eλ(z−1)

model složeného Poissonova rozděleńı S =
N∑
i=1

Xi

vytvǒruj́ıćı fce R(z) = exp{λ(G (z)− 1)}, kde G (z) je vytvǒruj́ıćı fce
výš́ı škod Xi

Pokud máme K nezávislých selháńı (λ =
∑K

i=1 λi )

R(z) = R1(z) · . . . · RK (z) =

= exp

{
λ

[
λ1

λ
(G1(z)− 1) + . . .+

λK
λ

(GK (z)− 1)

]}
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Gamma rozděleńı

n. v. Y má Γ-rozděleńı hustotou γ(y) = 1
baΓ(a)y

a−1e−y/b; y > 0

EY=ab, var(Y)=ab2

v modelu budeme dále p̌redpokládat, že EY= 1, var(Y)= b
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Princip

p̌redpokládáme, že počet událost́ı má Poissonovo rozděleńı
s náhodným parametrem λ

p̌redpokládáme, že náhodný parametr λ má Γ-rozděleńı

⇒ počet událost́ı má nepodḿıněné negativně binomické rozděleńı

potom tedy S =
N∑
i=1

Xi má složené negativně binomické rozděleńı(−a
n

)
pa(−q)n je rozděleńı počtu událost́ı N
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CreditRisk+ Model I

mějme i = 1, 2, . . . , I dlužńık̊u

dlužńık je charakterizován výš́ı ztráty p̌ri selháńı(LGD) a pr̊uměrnou
intenzitou selháńı λi

podle LGD jsou dlužńıci rozděleni do J shluk̊u

časové obdob́ı je 1 rok
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CreditRisk+ Model II

zavedeńı sektor̊u do modelu, sektor může odpov́ıdat nap̌r. druhu
podnikáńı, regionu, apod.

S sektor̊um jsou p̌rǐrazeny náhodné veličiny Λ1, . . . ,ΛS s Γ-rozděleńım
s hustotami

γ(y) =
aass

Γ(as)
yas−1e−asy , y > 0, s = 1, . . . ,S

wi ,s je část sektoru s, která p̌ripadá na dlužńıka i ;
∑S

s=1 wi ,s = 1

z pr̊uměrné intenzity λi selháńı dlužńıka i p̌ripadá na sektor s část
λiwi ,s

J. Dufek (MFF UK) Modely v kreditńım riziku SAV 20.3.2015 10 / 55



CreditRisk+ Model III

celková pr̊uměrná intenzita selháńı p̌ripadaj́ıćı na sektor s

λs =
J∑

j=1

λj ,s ,

kde λj ,s =
∑
i∈[j]

λiwi ,s ,

⇒ škody p̌ripadaj́ıćı na sektor s maj́ı složené rozděleńı

Ns∑
k=1

X s
k ,

kde Ns má negativně binomické rozděleńı, což plyne z konstrukce
modelu
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CreditRisk+ Model IV

tedy
Ns∑
k=1

X s
k má vytvǒruj́ıćı funkci Rs(z) =

(
ps

1−qsGs(z)

)as
pro Λ1, . . . ,Λs nezávislé, máme pro celé portfolio vytvǒruj́ıćı fci

RPF (z) = R1(z) · . . . · Rs(z)
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1.2. CreditMetrics model
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CreditMetrics Model

založen na kreditńı migraci {AAA,AA,A, ...,D}
matici p̌rechodu mezi ratingovými ťŕıdami, lze modelovat MŘ

modelováńı hodnoty pohledávky (úvěry, dluhopisy) za časové obdob́ı
(1 rok)

tj. současná hodnota i-té pohledávky

T∑
t=1

dt
(1 + ri )t

,

I dt je výše splátky
I ri je rizikový úrok, závislý na ratingu i-té pohledávky
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1.3. KMV model
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KMV Model

Rozd́ıl mezi KMV a CreditMetrics modelem je v tom, že KMV
rozlǐsuje pouze dva

”
ratingy“ splaceno/default, zat́ımco CreditMetrics

sleduje rating dluhopis̊u firmy.
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Schematický pohled na KMV model

riziko dlužńıka (proti strany) děĺıme na dvě složky SYSTEMATICKOU
a SPECIFICKOU

systematickou složku dále děĺıme podle druhu podnikáńı a země
I globálńı ekonomické faktory pro podnikáńı
I regionálńı faktory pro podnikáńı

specifická složka obsahuje individuálńı faktory pro podnikáńı

KMV modeluje pravděpodobnost defaultu
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Co modelujeme? Pomoćı čeho?

default nastane v čase T , pokud hodnota aktiv klesne pod daný práh
ci . Tedy modelujeme

P(Ai ,T < ci ),

Ai ,T je hodnota aktiv dlužńıka i v čase T

definujeme logaritmický výnos

ri = log
Ai ,T

Ai ,0
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KMV 1. úroveň

ri = βiΦi + εi , i = 1, . . . , I (∗)
I Φi . . . kompozitńı faktor
I {εi} . . . n.v. navzájem nezávislé a nezávislé na Φi

I βi . . . konstanty

rozklad rozptylu na systematickou a specifickou složku

var ri = β2
i var Φi + var εi

reziduálńı část

1−
β2
i var Φi

var ri
,

lze interpretovat jako procentńı ḿıru rizika dlužńıka i

zlomku ve výše uvedeném výrazu též ř́ıkáme koeficient determinace
regresńı rovnice (∗)
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KMV 2. úroveň

rozklad Φi podle druhu podnikáńı a zeḿı

Φi =
K∑

k=1

wi ,kΨk i = 1, . . . , I

I Ψk , k = 1, . . . ,K0 jsou indexy pro druh podnikáńı
I Ψk , k = K0 + 1, . . .K jsou indexy pro zemi
I wi,k váhy

maticový zápis
r = b ·W ·Ψ + e
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KMV 3. úroveň

vyjáďreńı Ψk globálńımi faktory Γ1, . . . , ΓN

Ψk =
N∑

n=1

bk,nΓn + δk , k = 1, . . . ,N

I bk,n . . . jsou bety pro druh podnikáńı
I δk . . . jsou rezidua

maticový zápis: Ψ = B · Γ + d

celkový maticový zápis

r = b ·W · (B · Γ + d) + e
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Pravděpodobnost defaultu

prst defaultu v čase T (p̌ripomenut́ı): P(Ai ,T < ci )

po zlogaritmováńı a odečteńı logAi ,0

⇒ pravděpodobnost defaultu v čase T :

P(Ai ,T < ci ) = P

[
ri < log

(
ci
Ai ,0

)]
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2. Basel
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Basel

1974 založen Bazilejský výbor pro bankovńı dohled

1988 Basel I - stanoveńı požadovaného minimálńıho kapitálového
požadavku (8% rizikově vážených aktiv)

1993 skupina G30 složená z významných p̌redstavitel̊u bank,
věrejného sektoru a akademické obce začala usilovat o řádné
posuzováńı bankovńıch produkt̊u ⇒ vznik RiskMetrics a VaR

2002 prvńı p̌ŕıpravy k Baselu II

2004 schváleńı nového konceptu Basel II ⇒ vedle standardńıho
p̌ŕıstupu lze využ́ıt možnost interńıho oceňováńı úvěrového rizika tzv.
IRB approach

2017 Basel III
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3. Přestávka
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4. Úvodńı slovo k našemu výzkumu
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Naše situace

Co p̌redpokládáme
I Banka s velkým počtem klient̊u (dlužńık̊u)
I Dlužńık i má v čase t aktiva Ai,t

I Pravidelná splátka b

Co chceme
I Procento defaultuj́ıćıch klient̊u - DR
I Proměnlivou hodnotu zástavy v čase
⇒ Kolik dostaneme zpět v p̌ŕıpadě defaultu.
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KMV model I

v daľśı části p̌rednášky se budeme odvolávat na KMV model v tomto
tvaru

Logaritmický Brownův pohyb pro hodnotu bohatstv́ı

logAi ,1 = logAi ,0 + η + γXi (1)

I Ai,0 . . . bohatstv́ı i-tého dlužńıka v čase 0
I η, γ . . . konstanty

Xi = Y + Zi

I Y je systematický faktor, Zi jsou individuálńı faktory
I Zi iid a nezávislé s Y
I Y ,Zi , i = 1, . . . , n n.v. centrované s normálńım rozděleńım
I corr(Xi ,Xj) = ρ, i 6= j
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KMV model II

default = stav, kdy hodnota aktiv poklesne pod hodnotu ci

default rate (DR):

DR =
# defaultu

# dluhu

PDi = P[Ai ,1 < ci ] = P[Xi < di ], di =
log ci−log Ai,0−η

γ

PD = PDi plyne z p̌redpokladu, že individuálńı faktory jsou stejně
rozdělené

P(DR ≤ x)
.

= Φ
(√

1−ρΦ−1(x)−Φ−1(PD)√
ρ

)
I použit́ı ZVČ vzhledem k systematickému faktoru
I Φ je d.f. standardńıho normálńıho rozděleńı

LGD (=1-RR) je fixńı
I RR je recovery rate, tj. procento z dluhu, které v p̌ŕıpdě defaultu

dostane banka zpět

ztráta L = LGD · DR
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Jednofaktorové modely pro LGD I

následuj́ıćı jednofaktorové modely lze nalézt nap̌r. v Dullmann (2004),
kde jsou formulovány pro recovery ratio (LGD = 1− RR)

LGDj = 1− (µ+ σ
√
ωX + σ

√
1− ωZj)

I Zj . . . specifická složka s N(0,1)
I ω . . . korelace mezi X ,Zj

I Výhoda: µ, σ . . . jasná interpretace mean recovery,

log-normálńı RR

LGDj = 1− exp{µ+ σ
√
ωX +

√
1− ωZj}

I X ,Zj vlastnosti jako výše
I výhoda: log-normálńı rozděleńı je v́ıce realistické
I interpretace koeficient̊u již neńı tak p̌ŕımočará
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Jednofaktorové modely pro LGD II

Logit
Yj(X ) = µ+ σ

√
ωX +

√
1− ωZj

LGDj = 1−
exp{Yj(X )}

1 + exp{Yj(X )}
A mnoho daľśıch, probit, gompit...

Daľśı
”
ťŕıdy“ model̊u RR modelujeme v závislosti na ekonomickém

cyklu; na základě BV
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Model pro LGD Frye (2000)

modelujeme LGD jako funkci kolaterálu (zástavy) tj.

LGDi = max{0;Collaterali}

I Collaterali = µi (1 + σiCi )
I µi , σi konstanty
I Ci rizikový faktor

rizikový faktor vyjáďŕıme jako fci systematické (Y ) a specifické (Ei )
složky rizikového faktoru

Ci =
√
qY +

√
1− qEi

pro rizikový faktor defaultu máme z KMV modelu

Xi =
√
pY +

√
1− pZi

⇒ korelace mezi defaultem a LGD je ř́ızena t́ım, jak faktory Xi a Ci

záviśı na Y
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Model pro LGD Pykhtin (2003)

LGD záviśı na jednom systematickém faktoru a na dvou specifických
faktorech

Ci =
√
qY +

√
1− qEi

Ei =
√
wZi +

√
1− wE ′i

I systematický faktor Y ř́ıd́ı jak default tak LGD
I w je korelace mezi dvěma specifickými faktory
I tento p̌ŕıstup mimo jiné využ́ıvá společnost Moody’s (Meng et al. 2010)
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5. Gapko a Šḿıd model
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Gapko a Šḿıd model pro defaulty - p̌redpoklady I

bohatstv́ı je ř́ızené logaritmickým Brownovým pohybem

logAi ,t = logAi ,t−1 + ∆Yt + Vi ,t i ≤ n (2)

I ∆Yt = Yt − Yt−1

I Yt systematický(common) faktor ř́ızený obecným stochastickým
procesem

I Vi,t specifický faktor i-tého dlužńıka
I n počet dlužńık̊u
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Gapko a Šḿıd model pro defaulty - p̌redpoklady II

logAi ,t−1 = Yt−1 + Vi ,t−1 i ≤ n (3)

zjednodušuj́ıćı p̌redpoklad, že délka dluhu je jedno obdob́ı

Vi ,t nezávislé s Yt

⇒ DRt = P[Ai ,t < ci |Ȳt ] = P[Vi ,t < log ci −Yt |Ȳt ] = Ψ(log ci −Yt)
I Ψ je d.f. n.v. Vi,t

I Vi,t stejně rozdělené a EVi,t = 0, var Vi,t = σ2

I Ȳt = (∆Y1, . . . ,∆Yt−1)

⇒ transformace ∆Yt = Ψ−1(DRt−1)−Ψ−1(DRt)
I Ψ je obecná d.f., pro výpočty použ́ıváme d.f. N(0,1)
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Gapko a Šḿıd model pro LGD - p̌redpoklady

dynamika hodnoty kolaterálu (zástavy)

logPi ,t = log ai + It + Ei ,t (4)

I Pi,t . . . hodnota kolaterálu
I It . . . nepozorovatelný systematický(common) faktor ř́ıd́ıćı LGD
I Ei,t . . . centrovaný specifický faktor nezávislý na (It ,Yt)t>0

I ai . . . konstanta

recovery ratio

Gi =
min{Pi ,t ,Ci}

Ci
(5)

I Ci . . . velikost dluhu i-tého dlužńıka
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Gapko a Šḿıd model pro LGD

LGDt = 1− E (G1|It) = h(It) (6)

h(t) = Φ
(
− t
σ

)
− exp

{
t + 1

2σ
2
}

Φ
(
− t
σ − σ

)
I za p̌redpokladu, že E1 je normálně rozdělené s rozptylem σ2

detailńı odvozeńı fce h lze nalézt v Gapko(2012), zkrácený výpočet je
uveden v Apendixu

⇒ transformace LGDt = h(It)
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Podmodel Gapko a Šḿıd - VECM s jedńım zpožděńım

podmodel pro ř́ıd́ıćı faktory

∆yt = α1 + β1∆yt−1 + γ1∆It−1 + δ1et−1 + ε1,t (7)

∆It = α2 + β2∆yt−1 + γ2∆It−1 + δ2et−1 + ε2,t (8)

I yt = ∆Yt

|∆Yt−1|
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Citlivostńı analýza LGD

funkce h:

h(t) = Φ(
−t
σ

)− exp{t +
1

2
σ2}Φ(

−t
σ
− σ) (9)

prvńı derivace:

h′(t) = − exp t +
1

2
σ2Φ(

−t
σ
− σ) (10)

druhá derivace:

h′′(t) =
−1

σ
√

2π
exp

t2

2σ2
− exp t +

1

2
σΦ(
−t
σ
− σ) (11)

inflexńı bod h′′(t)
???
= 0:

Φ

(
−t
σ
− σ

)
???
=

1

σ
ϕ

(
−t
σ
− σ

)
(12)
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6. Náš podmodel
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Náš podmodel

Struktura
I Model pro default − stejný jako GŠ
I Model pro ztrátu

Lt = DRt · h(It) (13)

I Model pro ř́ıd́ıćı faktory − daľśı slide
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Náš podmodel - idea zpětného ovlivněńı

faktor It reprezentuje nemovitostńı index (house price index)

# lid́ı, ktěŕı nejsou schopni splácet své dluhy roste
⇒ # nesplacených dluhů roste ve všech bankách
⇒ banky ztráćı likviditu
⇒ prodej nemovitost́ı pro nabyt́ı likvidity
⇒ # nemovitost́ı k prodeji na trhu roste
⇒ cena klesá
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Náš nový podmodel

model pro ř́ıd́ıćı faktory

∆Yt = C1 + a1∆Yt−1 + b1∆Yt−2 + c1∆Lt−3 + d1∆Lt−4︸ ︷︷ ︸
retrospektivni interakce

+

+e1∆It−2 + ε1,t (14)

∆It = C2 + a2∆Yt−2 + b2∆Yt−3 + c2∆DRt−3 + d2∆DRt−4+

+e2∆It−1 + f2It−2 + g2∆It−3 + ε2,t (15)

I lineárńı VECM se změnil na nelineárńı model
I zpětná interakce
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Data

default rate
I od The Mortgage Bankers Association

nemovitostńı index − HPI
I od S&P

nemáme k dispozici žádná data k LGD, ale p̌redpokládáme, že ř́ıd́ıćım
faktorem je nemovitostńı index HPI .
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Data II

Nemovitostńı index

1990 2000 2010
60
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US 90+ delinquency rates
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Estimation I

Used observations 1988Q2 − 2012Q1 (T = 96)
dependent variable: ∆Yt

Coefficient Standard dev. p-value

const −0.003 0.003 0.241

∆Lt−3 173.563 32.508 0.000 ***

∆Lt−4 −46.434 24.557 0.062 *

∆HPIt−2 0.002 0.001 0.010 ***

∆Yt−1 −0.624 0.092 0.000 ***

∆Yt−2 −0.609 0.101 0.000 ***
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Estimation II

Used observations 1988Q2 − 2012Q2 (T = 97)
dependent variable: ∆It

Coefficient Standard dev. p-value

const 0.098 0.148 0.507

∆DRt−3 520.260 183.270 0.006 ***

∆DRt−4 −557.790 192.914 0.005 ***

∆Yt−2 12.281 5.521 0.029 **

∆Yt−3 29.499 8.718 0.001 ***

∆It−1 1.041 0.097 0.000 ***

∆It−2 −0.377 0.137 0.007 ***

∆It−3 0.212 0.099 0.035 **
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7. Závěr

navrhli jsme nový model pro ztrátu banky, aplikovali jsme reálná data

ukázali jsme, že nelineárńı chováńı ř́ıd́ıćıho faktoru Yt je signifikantńı

daľśı výzkum
I nelineárńı transformace DRt

I p̌redpoklad, že vstupńı data jsou zat́ıžená chybou, nap̌r. It = HPIt + εt
I vyvinut́ı v́ıceperiodický model
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Apendix − výpočet fce h

h(It) = 1− E (G1|I1) = 1− E [e I emin{E1,−I}|I ] =

= 1− e I

[
−I∫
−∞

exdF (x) + e−I (1−F (−I ))

]
= F (−I )− e I

−I∫
−∞

exdF (x)

I h(t) = F (−t)− et
∫ −t
−∞ exdF (x) = et

∫ −t
−∞ F (x)exdx

I Za p̌redpokladu, že E1 má normálńı rozděleńı s rozptylem σ2

⇒ F (x) = Ψ(x/σ)
I h(t) = Φ

(
− t
σ

)
− exp

{
t + 1

2σ
2
}

Φ
(
− t
σ − σ

)
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Děkuji za pozornost.
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