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& Kooperativa Modelovani

Model
Vysvétlovana proménna = systematicka slozka + stochasticka slozka

= Y1, ..., Y, pozorovani vysvétlované proménné

= y; je realizaci nahodné veliciny Y;
Obecny linearni model

Y ~ N(:uzﬁ 02)

pi = ;3 K
= p vysvétlyjich proménnych 8 = (B1,...,05,) |
< i té pozorovani @; = (X;1,. .., T;) K

>



& Kooperativa Modelovani

Zobecnény linearni model

Obecny model zobecnime ve dvou krocich:

(u; je nadale stfedni hodnotou n. v. Y; a 3 jsou vysvétlujici parametry)

@ Stochastickou slozku: Y; ma rozdéleni exponencialniho typu
® Systematickou slozku:

< linearni vztah mezi vysvétlujicimi proménnymi a vysvétlujicimi
parametry
. /
ni = ;0
= spojovaci funkce (link)
mezi stiedni hodnotou p; a linearni slozkou n;

g(pi) = n;

(ryze monoténni, se spoj. druhou derivaci)

Model mize obsahovat jak spojité tak kategoridlni vysvétlujici proménné
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Rozdéleni exponencialniho typu

Obecna forma

f(y.0) = exp (d(@)e(y) + g(6) + h(y))
Prirozena forma
yt — b(0)

f(y,0,¢) =exp ( 22

+c(y, 90))

d(0) = 6 a e(y) = y, navic parametr ¢
= 0 je prirozeny (kanonicky) parametr
=  je rozptylovy (disperzni) parametr KH
)
K

>



&>Kooperativa Rozdéleni exponencialniho typu

Disperzni funkce a(y): Pouziva se konstantni rovna ¢ nebo ve tvaru

ai(p) = ¢/w;
Kumulantova funkce b(f): se spojitou druhou derivaci
k= b0(0)alp)
BlY]=0(0) = p Var [Y] = b"(0)a(p) = V(pa(e)
k(1) je stiedni hodnota a x(2), k(3) dalsi dva centralni momenty

Rozdéleni je pIné urceno vztahem mezi E[Y] a VarY'.

V(p) =1  Normaélni V(p)=p* Gamma
: , ¢
_ _ 3
V() =p  Poissonovo V(p) =p®  Inverzni Gaussovo >
Doplrikova funkce ¢(y, ¢) normuje hustotu <
>



&>Kooperativa Rozdéleni exponencialniho typu

Méreni tailu Mira rizika (hazard rate) na intervalu pevné sitky w

_ Flytw)-F(y) _ Py<V<y+uw)
holy) = =55 Mely) = —Sa=5—

Interpretace: Uvazujme vrstvu w xs .
@ h, je prst., Ze skoda nepresahne y + w, pokud uz presahla y.

@ Vysoka hodnota h, znamena, Ze skoda nad y vycerpa tuto vrstvu
jen s malou prsti. = lehky tail.

% Pro vétSinu aplikaci v pojistovnictvi uvazujeme klesajici miru ri-
zika. h,(y) — 0 pro y — oo.

© Normalni a Poissonovo maji limitu 1

© Negativné binomické, Gamma a Inverzni Gaussovo jdou ke konstanté mezi 0 a 1

© Logaritmicko norméalni jde k nule, ale neni z exp. rodiny s hustotou v prirozeném tvaru

Exp. rodina rozdéleni je méné vhodna pro odvétvi s t€zsim tailem.

# transformace logaritmem a pak GLM neni totéz jako GLZ s logaritmickou linkovaci funkci

% je rozdil mezi transformaci y; a transformaci stfedni hodnoty
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Odhad (¢ metodou maximalni vérohodnosti

Logaritmicka vérohodnostni funkce

19 =3 (F0 s v

— a(p)
Derivace
98 = 2 90,000,082 e Vg

Kanonicky link: spojovaci funkce je inverzni funkei k o', potom mizeme
zjednodusit na soustavu nelinearnich rovnic

. K
Z(Y; . Mz’) ;=0 “
Resi se réiznymi iteracnimi metodami



L‘i\.\Kooperativa MLE 3

Itera¢né vazena metoda nejmensich ¢tverct (IWLS, IRLS)
= (3 je predchozi odhad 3, dopocteme N = :13;,3 a fi; = g_1(m;)
< gpoCteme pracovni zavislou proménnou

A N
Zi:m“i‘(%—ui)d

7

= vypocteme iteraci vah (zac¢indme s w; ze vztahu a;(p) = ¢ /w;)

W = /B0

i d,UJz
= nakonec dostaneme novy odhad 3 4
. _»
B=(XWX)'XWz K

> |

Jako vychozi aproximace se voli fi; = y;
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Miry dobré shody

Plny (saturovany) model maximalizuje vérhodnostni funkei (1*)
V saturovaném modelu mame [ = y; a 07 = (V') _, (v:)

skalovatelna deviance (log vér. fce modelu vs. jeji max hodnota)

D(B) =2 (I~ @) =2 Z (e (6 0) — (b0) —09)) )

a;(p)

deviance (pii a;(¢) = @/wy;)

D(B) = D(B)p =23 w (s (6 - 6) — (b))~ 0)) )

Pearsonovo \* (pozorovani vs. odhadem jejich st¥edni hod. v modelu)

n

2 (yi — /lz)2
=2

i=1
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& Kooperativa Miry dobré shody

Testovani podmodelu

=~ Ozna¢me 3 odhad 3 v podmodelu s p' < p parametry

R _ . B (3 — D*(f3
1B) - 1B) = D'(B) - D'(B) = 2P e B) o2

kde ¢ = p — p je rozdil v po¢tu parametr, pii znamém ¢
=~ Waldv test

1B = XWX/
B N,(8,(XWX) ')

Testy podmnozin 3 jsou zalozeny na prislusnych marginalnich roz-

délenich
= konzistentni statistika pro odhad parametru ¢
. D(B)
SD =
n—p
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Priklady GLZ

= Obecny linearni model, Normalni rozdéleni, identita
= Log linearni model, Poissonovo rozdéleni, logaritmus
= (GGamma regrese, Gamma rozdéleni, reciprocita

< Logisticky model, Binomické rozdéleni, logitova funkce
Dalsi rozdeéleni:

< Inverzni Gaussovo

= Negativné binomické

< overdispersed” Poissonovo rozdéleni

= Logaritmicko normalni NE, jen v obecné formé
Dalsi modely:

< probitovy model, log log model



& Kooperativa Priklady GLZ

Obecny linearni model

Normalni rozdéleni Y; ~ N (u;, o?): fly:) = \/;r?exp (—%)
= Prirozeny parametr 6; = pu; a rozptylova funkce V' (;) = 1

= alp)=¢=0" b)) =2 cly;,p)=—3; — ;log(2m0?)
= kanonicky link: p; = n;
= IWLS: zi =0+ (g — ) =y = B = (X' X) ' X'y

vysledek v prvnim kroku

= deviance je rezidualni soucet ¢tverct

n

D =D = Z(yz - ﬂi)2

1=1
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& Kooperativa Priklady GLZ

Log linearni model

e

= Prirozeny parametr 6; = log p; a rozptylova funkce V (u;) = p;
~ alp)=9=1  bl;)=e"  c(y,p)=—log(y!)

= kanonicky link: n; = log(;)

Poissonovo rozdéleni Y; ~ Po(;): f(yz) =

=~ IWLS: z; = n; + (y; — j3) /i a iterované vahy w; = p;

= deviance
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Pouziti GLZ v povinném ruceni

= BMS
= Sazby

< Komplexni model
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Model v povinném ruceni

Y je modelované kvantita (vySe Skody, agregace, poCet), zavisi na
= X ={X, Xy, ...}, apriorni tarifni proménné - grupovani rizik
= 7 ={Z,,Z, ...}, nezndmé proménné

Rizikové faktory pojistnika jsou 2 = X U Z.
Pojistné E [Y|€)]

Nese pojistnik | Nese pojistitel
Riziko EY Q) Y —EY|Q
Stfedni hodnota | EY 0
Rozptyl Var [E[Y|Q]] | E[Var [Y|Q]] xE
Riziko EY|X] Y —E[Y|X] 2
Sttedni hodnota | E [Y] 0 |
Rozptyl Var [E[Y|X]] | E[Var [Y|X]]




S3Kooperativa Model v povinném ruceni

Aposteriorni sazbovani

= Minulé skodni zkusenosti o riziku Y, ozna¢me Y~
= Q a (X, Y ) s stavaji porovnatelné, jak ¢as bézi

= Potom mame pojistné
EY|X, Y]

Moznosti konstrukce modelu:

® Uvazujeme Kklasifikaci rizika a BMS oddélené

@ Uvazujeme komplexni model klasifikujici riziko a zahrnujici BMS
Priklad: Spanélska pojistovna 4 x 3 tifd s
Kl
>



& Kooperativa Oddélené modely

Systém bonus-malus (BMS)

= Riziko i je reprezentovano (0, K1, K, . . .)

= Pocty skod v ¢ase K;;|©; = 0 ~ Po(f) a podminéné nezavislé

= 0; ~ ['(a, 7) (K;; ma nepodminéné rozdéleni negativné binomické)

t
= Oznatme K (t) = > K
j=1

= Uvazujme jednotkovou ocekavanou vysi skody
= Apriori bez historie je pozadovano pojistné E [©),]
= Pojistné uréime minimalizaci E[L(6; — V(k;q, . .., ki
L(x) = a* = Wi, = 2(1-py) + =pq
L(z) = exp(—cx) = Wi, = (1 —pelc)) +

kde p, = %H a pe(c) = Llog (1 + T%rt)
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&3 Kooperativa Odds&lené modely — BMS

L(x) = = Wi, = 4(1—py) + k;tpq
L(z) = exp(—cx) = W5, = 2(1—p(c)) + 2Up(c)

t

Po =75 pe(c) = tlog (1+-5)
= pe(c) < pga We — Wiy plic — 0

= pe(c) — 0 pro ¢ — oo, proto W, — a/T

= Pojistné rizika i, které je v roce t zafazeno v t¥idé I,(t)
B (Kio(t), 1) = BPp BME (Fia(t), 1),

Wk atki(t) 7

~ BMF(k.(t), 1)

E©], 71+t a
= BMF(ka(t), 1) = gt = 1—Llog (1 + =) +1log (1 + -&) 2l

Zpét
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Oddélené modely — BMS

Vysledky: BMS - odhady v Negativné binomickém rozdéleni
a = 0.8665 a 7 = 3.9097

0 1122628122 713 -89
1 21 686 | 21 656 30
2 4014 4116 -102
3 832 801 31
al 224 158 66
5 63 31 37
6 17 6 11
7 7 1 6
8 7 0 7
> 9 0 0 0
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&>Kooperativa Oddélené modely — apriorni sazby

Pozorované SF

Vék
Vykon <35 3<e<49 >50
<53 0.1866 0.1572 0.1283
b3 < e <75 | 0.2685 0.2279 0.1986
75 < o < 11810.2992 0.2526 0.2386
> 118 0.3217 0.2846 0.2483

= Kategorické proménné pro veék Jo, J3 a pro vykon Lo, Ls, Ly,

= Kazda ttida je reprezentovana vektorem a; = (1, jo, J3, l2, I3, I4)
= Parametry 8 = (€, 72,73, 02, 03, 04) 4|
= Log linearni model, Poissonovo rozdéleni, logaritmicky link )
Kl
>
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Oddélené modely — apriorni sazby

Vysledky:
Parametr | Odhad | sm. odch.
€ -1.7219 | 0.0198
v -0.1634 | 0.0147
Y3 -0.2800 | 0.0149
09 0.3987 | 0.0185
03 0.5324 0.0189
04 0.6150 | 0.0236
Veék
Vykon <35 3H<e<49 >50
<53 (01787 01518 0.1351 s
3 < e <7h 0.2663 0.2262 0.2013 |
75 < o < 1181 0.3044 0.2585 0.2300 =
> . } .
> 118 0.3306 0.2808 0.2498
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Porovnani pojistneho oddélené modely {£53)
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Porovnani pojistného oddélené model {2119)
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Komplexni model
= Necht je Kj; ~ Po(Ar«)) pocet Skod rizika i v roce ¢, kde I;(t) je
piislusny index t¥idy a Az, jsou jejich SF

= Rozptyl pozorovani je vSak veétsi nez stfedni hodnota, predpoklad
Poissona neni korektni

= Radéji predpokladame K ~ Po(A;,»©;), kde ©; ~ I'(a, @)

= Potom K;|I;(t) mé negativné binomické rozdéleni

+k—1 M N (e
P (K = k|L;(t :(& )(4) <—)
(K = k|Li(1)) k a+ Ar, @+ Ar,

= Gz’Kll = kil; . 7Kz’t = kit ~ F(Oé + kz.<t>, Qa + )\z.<t>> m
= Parametr @ odhadneme metodou maximalni vérohodnosti s
12 kr(xgx 4 I 1 )\I k o o) ik -

v =N G50) (550 ) B2
E g { g o+ )‘Ii(t) a+ AIi(t)



&S Kooperativa Komplexni model

= Pojistné
Py = Ay BME (Fia(t), Aia(1))

= Relativni vySe bunusu—malusu

o kio(t
BMEE(5a(0).8) = (1 ) + o

= Vahy pro kvadratickou a exponencialni ztratovou funkci
)\io t )\io t C
Pa = a—l—)\f.zt) pe(c) = % log (1 T a—i—)\i.(t))
= Nerovnosti a konvergence stejné jako v oddélenych modelech
= pe(c) < pq
= pe(C> — Pq PIO C — 0a tedy Pﬁrl(kin )\Z.(t» — Pt(-li-l(k’iﬂ >‘Z°(t>)

= pe(c) — 0 pro c — o0, proto Py (kis, Nie(t)) — ML), to znamena,

ze vsechna rizika jedné tridy plati stejné pojistné, tj. nemame BMS
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Porovnani pojistnéhe a modell 2119)
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Poznamky k SW

Statistica
= sigma parametrizace {—1, 1}
= vahy pozorovani

= konstrukce modelu

Statistica

= ukazka
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Dékuji za pozornost
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