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Uvod

Cilem ptednasky je s vyuzitim pfikladd srovnat nékolik metod vypoctu
na zékladé skodnich trojuhelnikd, pouzitelnych v ramci standardni
formule, USP ¢&i ¢aste¢ného interniho modelu. To znamena:
@ shrnout, co pokryva riziko technickych rezerv v nezivotnim
pojisténi podle Solventnosti Il
@ pripomenout nékteré metody vypoctu Skodnich rezerv zaloZzenych
na Skodnich trojahelnicich

@ na pfikladu porovnat moznosti jejich pouziti pro riziko rezerv podle
Solventnosti Il
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Solventnost Il

Solventnost Il zavadi novou Evropskou regulaci pojistoven

@ Direktiva Solventnost Il schvalena v listopadu 2009

@ Implementacni detaily: technicka specifikace QIS5, navrh
implementacénich opatfeni druhé a tfeti Grovné

5 Riziko rezerv v nezivotnim pojiténi Deloitte.
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Kapital v SlI

Pozadavek na kapital:
VaRgg.f,%(A(t + 1) - L(t+ 1)) >0

& (A(t) - L(t)) > SCR

kde
@ A(t), L(t) je nejlepsi odhad (BE) hodnoty aktiv a
zavazku nyni
@ A(t+1), A(t+ 1) je BE hodnota aktiv a zavazkud
po roce
@ SCR = (A(t)-L(t))— VaRgg 5% (A(t+1) - L(t+ 1))
Prakticky vypocet SCR: jednotlivé skupiny rizik jsou
obvykle nejprve pocitany oddélené, az nakonec se
prida vliv vzajemnych korelaci.
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Kapitalovy poZzadavek

Teoreticky odpovida vySi kapitalu tak, aby kapital po 1 roce neklesl pod

0 s 99,5% pravdépodobnosti

7 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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" = Snizovani rizik budoucimi
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Nezivotni riziko rezerv a pojistného

Vypocet rezerv podle SII =

@ nejlepsi odhad (,BE"), oekavand diskontovana hodnota bud.
penéznich tokud

@ + rizikova pfirazka, spocitand jako naklad na kapital (,CoC*) na
celku a pak (v¢. vlivu diversifikace) rozpocitana zpét na odvétvi
Riziko pojistného = riziko, Zze
@ BE rezerva poj. na za€. roku + pojistné béhem roku + troky <

Skody a naklady nastalé béhem roku + rezerva poj. na konci roku
(vliv chyby odhadu nebo rozptylu daného procesu)

Riziko rezerv = riziko, Ze po 1 roce

@ BE Skodni rezerva se ukaze jako Spatné odhadnuta (chyba
odhadu)

@ skutecné Skody se odchyli od o¢ekavané stredni hodnoty
(procesni chyba)
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Pristupy k projekci $kod:

Pfistupy k projekci §kod v nezivotnim pojisténi obvykle spadaji do
jedné z nasledujicich skupin:
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Pristupy k projekci $kod:

Pfistupy k projekci §kod v nezivotnim pojisténi obvykle spadaji do
jedné z nasledujicich skupin:

Vypocet ze Skodnich trojuhelniku

* Data = souhrn $kod po $kodnich a vyvojovych letech
* Odhaduije se celkovy objem Skod a zpozdeéni jejich vyvoje
* Vhodné zejména pro dostatec¢né rozsahla a homogenni portfolia
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Pristupy k projekci $kod:

Pristupy k projekci $kod v nezivotnim pojisténi obvykle spadaji do
jedné z nasledujicich skupin:
Vypocet ze Skodnich trojuhelniku

* Data = souhrn Skod po Skodnich a vyvojovych letech

* Odhaduije se celkovy objem Skod a zpozdeéni jejich vyvoje

* Vhodné zejména pro dostatec¢né rozsahla a homogenni portfolia

Individualni projekce

* Data = individualni Skody

* Odhaduje se pocet Skod, velikost jednotlivé Skody, zpozdéni
hlaseni, rezervovani, (postupného) vyplaceni

* Umoznuje detailngjsi modelovani (velké/katastrofické Skody s
jinymi vlastnostmi nez malé, aplikace XL zajisténi, ...)

* Naroc¢né na odhady parametrt (dostatek dat) a vypocet (misto
napft. 100 bunék trojuhelnika mize jit i o miliony Skod)

10 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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Pfedpoklady tradi¢ni metody chain-ladder

Méjme kumulativni 8kodni trojahelnik {Cj}.

Predpokladame nasledujici vztahy:

Cij~ £iCij-1,

tzn. narast v kazdém vyvojovém roce'j je podobny ve viech fadcich a
osciluje kolem hodnoty dané vyvojovym faktorem f..

v prezentaci fikdme vyvojovy ,rok’, ale mize jit o libovolnou jinou periodu

12 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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Shrnuti

@ Vyvojové faktory se odhadnou pomoci
n—-k+1 n—-k+1

f= ; Cijf ; Cij-1
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Shrnuti

@ Vyvojové faktory se odhadnou pomoci
n—-k+1 n—-k+1

f= ; Cijf ; Cij-1

@ Chain-ladder je notoricky zndmé metoda, ostatni metody se proti
ni obvykle porovnavaji.
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Shrnuti

@ Vyvojové faktory se odhadnou pomoci
n-k+1

. n—-k+1
EOWTDWE

i=1 i=1

@ Chain-ladder je notoricky zndmé metoda, ostatni metody se proti
ni obvykle porovnavaji.

@ Pouziti kumulativnich dat vyzaduje znat celou historii kazdého
Skodniho roku (tzn. problematické, pokud chybi horni levy roh
trojuhelnika).

Alternativa: napt. aditivni metoda ILR

Deloitte
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Shrnuti

@ Vyvojové faktory se odhadnou pomoci
n-k+1

. n—-k+1
EOWTDWE

i=1 i=1

@ Chain-ladder je notoricky zndmé metoda, ostatni metody se proti
ni obvykle porovnavaji.

@ Pouziti kumulativnich dat vyzaduje znat celou historii kazdého
Skodniho roku (tzn. problematické, pokud chybi horni levy roh
trojuhelnika).

Alternativa: napf. aditivni metoda ILR

@ Metoda je citliva na data v rozich trojuhelnika (dolni levy urCuje
rezervu pro posledni Skodni rok, horni pravy urCuje chovani na
konci/tailu).

Alternativa: napf. Bornhuetter-Ferguson, Mackova B.-F.
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Shrnuti

@ Vyvojové faktory se odhadnou pomoci
n-k+1

. n—-k+1
EOWTDWE

i=1 i=1

@ Chain-ladder je notoricky zndmé metoda, ostatni metody se proti
ni obvykle porovnavaji.

@ Pouziti kumulativnich dat vyzaduje znat celou historii kazdého
Skodniho roku (tzn. problematické, pokud chybi horni levy roh
trojuhelnika).

Alternativa: napf. aditivni metoda ILR

@ Metoda je citliva na data v rozich trojuhelnika (dolni levy urCuje
rezervu pro posledni Skodni rok, horni pravy urCuje chovani na
konci/tailu).

Alternativa: napt. Bornhuetter-Ferguson, Mackova B.-F.

@ Tradi¢ni chain-ladder neposkytuje odhad rozptylu nebo chyby
odhadu.

Alternativa: napt. Mack C-L, Mack ILR, GLM metody - napt. ODP
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Predpoklady Mackovy metody
Chain-ladder ptedpoklady Ize pfirozené rozsifit o
chovani rozptylu a formalizovat nasledovné:
Mackuv chain-ladder model

1. Vyvojové faktory:
E(CijI Cit,...,Cj) = Cjj1f;;

2. Nezavislost radku:

{C,'1,...,C,'n}J_{Cj1,...,Cjn};

3. Rozptyl:

Var(C,-,,- | C,‘1, e, C,/) = C,'!j_10'/? .

15 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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Mackova metoda: odhad faktoru

Dame-li kazdému pozorovani C;;/C;;-1 a-priori vahu wj (napf. s nizsi
vahou pro vychylena pozorovani), mdzeme odhadnout:
@ Vyvojové faktory
n—j+1

n—j+1
= 2, wiCy| Y, wiCi
i=1

i=1
@ Faktory rozptylu
1 n—j+1

Wi A
Cj— fCij1)?
df ; Clj 1( ij /N 1)

kde d.f. je poCet stupiit volnosti (n — j jsou-li vSechna wj; = 1)
@ Rozptyl vyvojovych faktoru

n—j+1 —j+1
Var ) =62 Z WC,,1/[Z w;Cij- 1]

Opét Ize uvaZzovat o intra/extrapolaci odhadu zejm. na konci.

A2
J

16 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Kontrola odhad

Chceme-li pouzit metodu chain-ladder, vyvoj Cjj/C; 1 v kazdém roce i
by mél byt ,rozumné blizko* f;. KdyZ ted mdme odhad rozptylu,
muUzeme se podivat na residua

Ci - Gj
hi=\g /
a zkontrolovat, jestli jejich rozdéleni odpovida rozdéleni se stfedni
hodnotou 0 a rozptylem 1.
Mimo to miZeme residua pozdéji pouzit pfi bootstrapu:

@ pro jednoduchost miizeme predpokladat, Ze rozdéleni residui je
stejné ve vSech Skodnich a vyvojovych letech

@ projekce residui pfi bootstrapu zalozime na vybéru z
pozorovanych residuich (simulace z empirického rozdéleni), nebo
na vybéru z jejich predpokladaného rozdéleni

Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Odhad rezerv

Odhad stfedni hodnoty rezervy (BE) je stejny, jako pfi tradi¢ni metodé
chain-ladder:

@ Konecna hodnota v roce i se odhadne roznasobenim diagonaly a
vyvojovych faktorll predstavujicich budouci roky,

U = Cieo = Cin-ist 1—[ If]

j=n—-i+2

@ Rezerva pokryva projektovany budouci vyvoj, R; = U; - Cjn_is1

18 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte



SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

Rozptyl rezerv

Za pouZiti oznaCeni A = {Cj,i < n,j < n—i+ 1} mGzeme vyjadrit
odchylku vyplat od odhadnuté rezervy v kazdém Skodnim roce:

A A

E((R-R)|a) = Var(Ciwla) +  Var(Ciwla)

~——— S——

rozptyl procesu +  rozptyl odhadu?

kde obé ¢asti mizeme odhadnout rekurzivné pomoci
@ Rozptyl procesu (tzn. rozptyl ndhodné veliCiny Cj):
VE‘(C,‘AA) = Vz?r(C,-,H |A)?j2 + é,',j_15'? , \E(C,‘,n_,'H |A) =0
@ Rozptyl odhadu (tzn. nakolik se odhadnuty prdmeér lisi od
teoretické stfredni hodnoty):

\’/a\r(é,,IA) = \75’(&/,/_1 |A)?/2 + 62

1,1_1\75'(?/'|A) , VAar(C,-,n_,-+1|A) =0

2Pfesnéji, pfi pouziti tohoto odhadu bychom méli psat Var(é,-j\(c,-j,i+j < n,j < i}) misto \/ar(@,-le) - viz detaily. "

19 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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Rozptyl celkové rezervy

Rozptyl celé rezervy R = 3" . R; Ize odhadnout pomoci
@ Rozptyl procesu: diky nezavislosti fadku je

Var (Rla) = ZVar Rila)

@ Rozptyl odhadu: jednotlivé odhady R, nejsou nezavislé, nebot
jsou spocitané ze stejnych pozorovani, takze je tfeba dopodcitat
rekurzivné o

Var(R|a) = Var( C.ln) kde

n n
C.j= Z Cij, Csj = Z Cij-1
i=n+2-j i=n+2-j
Var(C. la) = Var(C. j11a)f2 + C?,_ Var(f|a)

Pozn.: podobné Ize uvazovat i o kovariancich rezerv rGznych odvétvi —
viz napt. [Merz & Wthrich 2008]

20 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Projekce

Z uvedenych odhadd mdzeme ziskat chybu danou rozptylem procesu,
chybu odhadu a celkovou chybu pfedpoveédi

proc.e.(R) = \E(RlA), estim.e.(R) = \7a\r(f?|A)

pred.e.( \/Var (RIa) + Var(R|A)
a pouzit je ke konstrukci intervalu spolehlivosti - s pravdépodobnosti «
muzeme fict, ze
R € (E(Rl2)+x q,proc.e.(R))
E(RIa) € (R=+q,estime.(R))
R € (F'(’i g. pred.e.(R))

kde q, je kvantil vhodného rozdéleni (pro jednoduchost se ¢asto
pouziva normalni rozdéleni).

21 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Shrnuti

@ Mackova metoda je pfirozené rozSifeni metody chain-ladder.

22 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Shrnuti

@ Mackova metoda je pfirozené rozSifeni metody chain-ladder.

@ To znamena, Ze dava stejny odhad stfedni hodnoty, ale také Ze ma
podobné vlastnosti (napf. citlivost na data v rozich trojuhelnika).
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Shrnuti

@ Mackova metoda je pfirozené rozSifeni metody chain-ladder.

@ To znamena, Ze dava stejny odhad stfedni hodnoty, ale také Ze ma
podobné vlastnosti (napf. citlivost na data v rozich trojuhelnika).

@ K odvozeni odhadu rozptylu neni pouzit zadny predpoklad
rozdéleni; Ize ale ukazat, Ze vysledky jsou stejné, jako pfi pouziti
predpokladu normalniho rozdéleni. Jiné metody mohou byt
vhodnéjsi, je-li treba modelovat téZ8i chvosty (fat-tail).
Alternativa: napf. GLM metody s vhodnym pfedpokladanym

rozdélenim
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Shrnuti

@ Mackova metoda je pfirozené rozSifeni metody chain-ladder.

@ To znamena, Ze dava stejny odhad stfedni hodnoty, ale také Ze ma
podobné vlastnosti (napf. citlivost na data v rozich trojuhelnika).

@ K odvozeni odhadu rozptylu neni pouzit zadny predpoklad
rozdéleni; Ize ale ukazat, Ze vysledky jsou stejné, jako pfi pouziti
predpokladu normalniho rozdéleni. Jiné metody mohou byt
vhodnéjsi, je-li treba modelovat téZ8i chvosty (fat-tail).
Alternativa: napf. GLM metody s vhodnym pfedpokladanym

rozdélenim

@ Uvedené odhady udavaji celkovy rozptyl rezervy po skonceni
vyvoje, ne po 1 roce jak pozaduje SlI.
Alternativa: Merz-Wathrich

22 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Roc¢ni run-off

Mackova metoda dovoluje spocitat odchylku rezervy
a konecné vyse $kod — pro Solventnost Il
ale potfebujeme rozptyl run-offu pouze po 1 roce.

Oznagime-li R, C,.’/.“ odhady rezervy a vyplat
pristi rok a Yjp_ir2 = Cin-iy2 — Cin-ir1 Skute€né vyplaty pfisti rok, pak
run-off po 1 roce je

Roff; = /A?/ = (Yin-iz2 + "A?,-t“) = é"oo - C:{j :

@ Zatimco stfedni hodnota run-offu (pohledem nyni) je zfejmé 0,
rozptyl se musi dopocitat o néco slozitéji nez u Mackovy metody.

@ Kontrola: tento roztpyl ro¢niho run-offu by mél byt vzdy mensi, nez
Mackuv rozptyl iplného run-offu.

24 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte



SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

Rozptyl run-offu
V idedlnim ptipadé by platilo Ciw = E(Ci|a) a pak by rozptyl byl:

Var(E(C,-mlA) - E(C/m|At+1)|A) = (E(Cinla))? W
kde znacime:
v, — n /+2/ n—i+2
! Cl,n—l+1

’\ 00

T :+2/ n-i+2 + Cojity /+1//+1
I i n- j+1 n—j
Dkt Chn-i+1 j=n—i42 Z Ck,j Zk:1 Ck,/'

Ve skutecnosti ale musime pocitat i s chybou odhadu:

Var(Roffja) = (Ciu) (i + o))
Celkovy rozptyl je pak

n
Var [Z Roff;

i=1

] Z Var(Roffla) +2 )" Cieo Creo®;

i<k

25 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Predpoklady

Jako obvykle za¢neme nekumulativnim $kodnim trojihelnikem {Yj}.

Skody popisuje tzv. over-dispersed Poisson model (“ODP”):

EYj=w;=¢€", Var(Yy)=ouj,

nij = m+ r; + ¢; = konst. + vliv fadku + vliv sloupce.

Yi a Yu jsou nezavislé pro i # kv j # I.

27 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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Parametry

@ V maticové formé budeme psat n = X, kde
B=(mr,...,cy) a X je matice, kterd ma
nuly a jedni¢ky na spravnych mistech.

@ Polozime ry = ¢y = 0. (Jinak by model byl -
preparametrizovany — X by neméla plnou hodnost.)

28 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Parametry

@ V maticové formé budeme psat n = X, kde
B=(mr,...,cy) a X je matice, kterd ma
nuly a jedni¢ky na spravnych mistech.

@ Polozime ry = ¢y = 0. (Jinak by model byl -
preparametrizovany — X by neméla plnou hodnost.)

@ Parametry chceme odhadnout metodou maximalni vérohodnosti
= potfebujeme vyfiesit:

de 1 dnj
T~ 2 gy
2
kde W,(ij) = %},u,,(%) a wj jsou a-priori vdhy dané jednotlivym

pozorovanim — vychozi hodnota vah je 1.
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Parametry

@ V maticové formé budeme psat n = X, kde
B=(mr,...,cy) a X je matice, kterd ma
nuly a jedni¢ky na spravnych mistech.

@ Polozime ry = ¢y = 0. (Jinak by model byl -
preparametrizovany — X by neméla plnou hodnost.)

@ Parametry chceme odhadnout metodou maximalni vérohodnosti
= potfebujeme vyfiesit:

de 1 dnj
0= — — S —" VA il P
T Rl el
2
kde W,(ij) = %},u,,(%) a wj jsou a-priori vdhy dané jednotlivym

pozorovanim — vychozi hodnota vah je 1.

Tento vzorec vypada obdobné jako vérohodnostni funkce linearni
regrese — toho mGzeme vyuZzit a aplikovat mechanismy a postupy
zname z lineérni regrese.

28 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Numerické reseni

@ OznaCme d
Ui
z= Y —u)—.
n+ (Y —p) du
@ Pokud bychom méli pevné y, mohli bychom linearni regresi
odhadnout = X na zakladé pozorovani z. V naSem pfipadé je

ale u funkci n, takZze musime tento postup pouzit iterativné.

@ Pokud tato procedura konverguje, pak fedeni 3 je také feSenim
naseho plvodniho GLM problému (maximalizace vérohodnosti na

minulé strané).

29 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte.
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Predikce

@ Necht F je matice popisujici budouci zavislosti (podobné jako X
ty minulé) a YF = {Y},i+j> n+ 1} jsou budouci buriky
trojuhelnika. Pak mGzeme odhadnout

YF = ¢ef?,
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

Predikce

@ Necht F je matice popisujici budouci zavislosti (podobné jako X
ty minulé) a YF = {Y},i+j > n+ 1} jsou budouci buiiky
trojuhelnika. Pak mGzeme odhadnout

YF = ¢ef?,

@ Parametr rozptylu ¢ mizeme odhadnout pomoci

R \/I.._ /'2
b= 3 - )~ 43
i i

p je pocet parametr( (délka vektoru B) a tento odhad ma
asymptoticky vy$e uvedené y? rozdéleni.

30 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi Deloitte
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Odhad odchylek

@ Protoze rezervaje Ri=Y7 , ; , Yj, dostavame
n 2
E(R - R)? = EL > Y- Y,,] .
j=n—i+2

@ Odchylku skute¢nych budoucich $kod od jejich odhadu Ize opét
rozdélit na dvé Casti

A

E(Yj- V)2 = Var(Y)) + Var(Yj)

S S

rozptyl procesu + rozptyl odhadu

@ Tyto ¢asti mizeme odhadnout pomoci
Var(YF) = ¢p, Var(YF)=¢MF(XTW;'X)'FTMm,

kde M = diag(i).
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Shrnuti

@ Tento konkrétni ODP model dava stejny odhad rezervy (stfedni
hodnoty $kod) jako chain-ladder.

£ e + ...+ 1  gfn
R
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Shrnuti

@ Tento konkrétni ODP model dava stejny odhad rezervy (stfedni
hodnoty $kod) jako chain-ladder.

£ e + ...+ 1  gfn
R

@ Navic dostavame odhad rozptylu.
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

Shrnuti

@ Tento konkrétni ODP model dava stejny odhad rezervy (stfedni
hodnoty $kod) jako chain-ladder.

£ e + ...+ 1  gfn
R

@ Navic dostavame odhad rozptylu.

@ Oproti Mackovu modelu dostavame jiné rozdéleni Skod. Mackiv
model je odvozen bez pouziti predpokladu o rozdéleni; da se ale
ukazat, Ze stejné vysledky jako v Mackové modelu bychom dostali
pfi uziti metody maximalni vérohodnosti a normalniho rozdéleni.

rozdéleni odvozené z Poissonova rozdéleni (dovoluje modelovat o

néco tézsi chvosty).
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

Shrnuti

@ Tento konkrétni ODP model dava stejny odhad rezervy (stfedni
hodnoty $kod) jako chain-ladder.

£ e + ...+ 1  gfn
R

@ Navic dostavame odhad rozptylu.

@ Oproti Mackovu modelu dostavame jiné rozdéleni Skod. Mackiv
model je odvozen bez pouziti predpokladu o rozdéleni; da se ale
ukazat, Ze stejné vysledky jako v Mackové modelu bychom dostali
pfi uziti metody maximalni vérohodnosti a normalniho rozdéleni.

rozdéleni odvozené z Poissonova rozdéleni (dovoluje modelovat o

néco tézsi chvosty).

@ Odvozeni ODP vyZaduje, aby soucet Skod ve vSech sloupcich
inkrementalniho trojuhelnika byl nezaporny.
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

S

Bootstrap

Baron Prasil:

“Vytahl jsem se za feminky u bot.”
(i kdyz v ceské verzi za cop)

Posledni metodou kterou pouzijeme je bootstrap.
Analytické metody obvykle poskytuji pfimocary odhad stfedni hodnoty,
ale
@ odhady rozptylu jsou obvykle komplikovanéjsi
@ dalSi vlastnosti rozdéleni (napt. kvantil rezerv, rozptyl run-offu po n
letech, nelinearni transformace — napt. zajisténi, ...) se ¢asto
nedaji odhadnout analyticky

Reseni:

Hodime data do stroje, provedeme tisice simulaci a doufame, ze z néj
vypadne odpovéd’.®

3Odpovéd': 42. Ale pockat — jaka byla otazka? ([Adams 1979])
Deloitte.

34 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi



Bootstrap — princip

Sl

Pavodni data
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Pozorované data v jejich
plavodnim rozdéleni

Pfevedeno na stejné
rozdélena residua,
su=0,0=1
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SII Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sllrizika

Bootstrap — princip
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika

Nezivotni riziko rezerv

Oproti zivotnim rizikim nabizi Sl pro vypocCet nezivotnich rizik Sirsi
vybér metod co se obtiznosti vypocltu tyce:
@ Standardni vzorec: zalozen na BE pojistného a rezerv, které jsou
pouze vynasobeny poskytnutymi standardnimi faktory rozptylu
@ Parametry specifické pro pojistovnu (,USP*): faktory rozptylu pro
danou pojistovnu odhadnuty z vlastnich dat pomoci jedné z
doporucenych metod (je tfeba dostatek historickych dat)
@ Interni model: plna projekce budoucich penéznich tok(; mozna
struktura napr.:
e Bézné Skody - simulacni/bootstrap metody pouzivajici Skodni
trojuhelniky (pfiklady i v této pfednasce)
o Velké Skody - projekce frekvence a zavaznosti jednotlivych Skod,
umoznujici napt. vypocet XL zajisténi kazdé Skody, apod.
e Katastrofy - simulace nebo scénare, Casto pfipravené ve spolupraci
se zajistiteli, ktefi maji vice dat a zkuSenosti s katastrofami
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika

Prakticka poznamka k vypoctu rizika

Pro¢ se vibec namahat s né¢im jinym nez standardni vzorec?
Meéjme 3 spole€nosti majici podobna portfolia:

1. Good 80 40
2. Bad 80 80
3. Ugly 50 (Spatny odhad) 80

@ Std. vzorec: spole¢nosti 1, 2 maji stejné SCR = p(osg) % 80

@ USP nebo interni model: mohou ukazat rozdil mezi spole€nostmi
1 a 2; interni model by idealné mél postihnout i situaci, kdy rozptyl
(a tedy USP) jsou stejné, ale 99,5% kvantil nikoliv

@ Pokud dohled neodhali nepfesnosti v BE rezervé u spolecnosti 3,
tak jeji SCR je nejnizéi. ..

38 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Priklad

Na pfikladu jednoho $k. trojuhelnika odvodime BE k. rezervu
(metodou chain-ladder) a srovname nasledujici posupy vypoctu rizika:
@ Standardni vzorec
1a. Vypocet podle QIS5 s parametry pro poj. odpovédnosti
1b. Vypocet podle navrhu L2 opatfeni s parametry pro poj. odpovédnosti
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Priklad

Na pfikladu jednoho $k. trojuhelnika odvodime BE k. rezervu
(metodou chain-ladder) a srovname nasledujici posupy vypoctu rizika:
@ Standardni vzorec
1a. Vypocet podle QIS5 s parametry pro poj. odpovédnosti
1b. Vypocet podle navrhu L2 opatfeni s parametry pro poj. odpovédnosti
@ Parametry specifické pro spole¢nost, metody podle QIS5
2a. Odhad rozptylu run-offu z historickych run-offd
2b. Merz-Withrichova metoda odhadu rozptylu 1-ro¢niho run-offu,
pouzivajici BE odhad rezerv
2c. Merz-Withrichova metoda odhadu rozptylu 1-ro€niho run-offu,
vyslovné pouzivajici C-L odhad rezerv (to samé, pokud BE = C-L
odhad)
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Priklad

Na pfikladu jednoho $k. trojuhelnika odvodime BE k. rezervu
(metodou chain-ladder) a srovname nasledujici posupy vypoctu rizika:
@ Standardni vzorec
1a. Vypocet podle QIS5 s parametry pro poj. odpovédnosti
1b. Vypocet podle navrhu L2 opatfeni s parametry pro poj. odpovédnosti
@ Parametry specifické pro spole¢nost, metody podle QIS5
2a. Odhad rozptylu run-offu z historickych run-offd
2b. Merz-Withrichova metoda odhadu rozptylu 1-ro¢niho run-offu,
pouzivajici BE odhad rezerv
2c. Merz-Withrichova metoda odhadu rozptylu 1-ro€niho run-offu,
vyslovné pouzivajici C-L odhad rezerv (to samé, pokud BE = C-L
odhad)
@ Vlastni odvozeni rozptylu 1-ro€niho run-offu bootstrapem
3a. Mackova metoda

3b. Overdispersed Poisson metoda, konstantni parametr rozptylu ¢
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Deloitte
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Pfiklad

Na pfikladu jednoho $k. trojuhelnika odvodime BE k. rezervu
(metodou chain-ladder) a srovname nasledujici posupy vypoctu rizika:
@ Standardni vzorec
1a. Vypocet podle QIS5 s parametry pro poj. odpovédnosti
1b. Vypocet podle navrhu L2 opatfeni s parametry pro poj. odpovédnosti
@ Parametry specifické pro spole¢nost, metody podle QIS5
2a. Odhad rozptylu run-offu z historickych run-offd
2b. Merz-Withrichova metoda odhadu rozptylu 1-ro¢niho run-offu,
pouzivajici BE odhad rezerv
Merz-Withrichova metoda odhadu rozptylu 1-ro¢niho run-offu,
vyslovné pouzivajici C-L odhad rezerv (to samé, pokud BE = C-L
odhad)

@ Vlastni odvozeni rozptylu 1-ro&niho run-offu bootstrapem
3a. Mackova metoda

3b. Overdispersed Poisson metoda, konstantni parametr rozptylu ¢
@ Odvozeni 99,5% kvantilu (bootstrap)

4a. Mackova metoda odhadu rozptylu + empirické rozdéleni residui

4b. Overdispersed Poisson metoda + negativné binomické rozdéleni
residui

2c.
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Vysledky

SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika

prikladu

Vysledky porovnani jednotlivych metod: viz Excel

[ES = I= 06_51_calculation_Merz Wuthrichadsm - Microsoft Excel = B 52
Home  Insert  Pagelayout  Formulas  Data  Review  View  Adddns v@co & =
B2 - ﬁ‘ Claim triangle based estimates for Sl-like reserve risk calculations v
A & c D E F 3 H 1 ] formula Ba: I M=
50
51 BE reserve eserve risk (
Origin 1) QIS5 1b)L2  2a) usw 2b) USP 2 43) Mack  4b) ODP
52 dent year) draft bootstr.  bootstr.
s3. 0 518 [
54 18734 15037 18626
3 30411 25989 29574
56 43582 49533 43003 49174
s7 53212 70158 70772 74837 65292 65292 74051 64462 67691 63318
56 70083  §2403 83210 98563 65983 85993 84435 83336 82733 81784
59 78 263 103188 104 090 110 088 96 030 96 030 89 886 9z 418 &7 862 917386
60 93112| 122766 123839 130851 114250 114250 104964 109499 103033 108351
61 122822 120713
62 167215 182904
63 793 257 793 257 718 444 721 230 713792 715 552
3.0% 3.0% ) 38% 37% 39%
64
76% 7.8% 3% 3% 37% 39%
]
66
M 4+ | Summary . Mack . ODPparams .~ ODPboot USPT ~USPIINI - %J 1Kl I » El
Ready Calculate | @M ss% (= U ()
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Shrnuti

@ V nezivotnim riziku maji spole¢nosti na vybér pomérné Siroké pole
metod co se tyCe narokl na slozitost vypoctd, dostupnost a kvalitu
dat, kvalitu pfedpokladi a modelt

e standardni vzorec
e parametry specifické pro spole¢nost
o (Castetny) interni model
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Shrnuti

@ V nezivotnim riziku maji spoleénosti na vybér pomérné Siroké pole
metod co se tyCe narokl na slozitost vypoctd, dostupnost a kvalitu
dat, kvalitu pfedpokladi a modelt

e standardni vzorec
e parametry specifické pro spole¢nost
o (Castetny) interni model

@ Metody ukazané v této prezentaci lze pouzit k odhadu BE rezerv a

jejich rozptylu
e zde pouzité metody jsou rozSifenim chain-ladder

@ podobné Ize pouzit jiné metody davajici odhad stf. hodnoty a
rozptylu $kod

@ incremental loss ratio (aditivni metoda)
@ rozsiteni Bornhuetter-Fergusonovy metody podle Macka
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Shrnuti

@ V nezivotnim riziku maji spoleénosti na vybér pomérné Siroké pole
metod co se tyCe narokl na slozitost vypoctd, dostupnost a kvalitu
dat, kvalitu pfedpokladi a modelt

e standardni vzorec
e parametry specifické pro spole¢nost
o (Castetny) interni model

@ Metody ukazané v této prezentaci lze pouzit k odhadu BE rezerv a

jejich rozptylu
e zde pouzité metody jsou rozSifenim chain-ladder

@ podobné Ize pouzit jiné metody davajici odhad stf. hodnoty a
rozptylu $kod

@ incremental loss ratio (aditivni metoda)
@ rozsiteni Bornhuetter-Fergusonovy metody podle Macka
@ Ve spojeni se simulacemi metodou bootstrap (a u nékterych
metod CasteCné i analyticky) je mozné odhadnout i run-off po 1
roce, jeho rozptyl a kvantil (pro Gcely SCR)
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Zaver

@ Vybér metody ve velké mife zalezi na datech (jejich dostupnost a
rozdéleni)
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Zaver
@ Vybér metody ve velké mite zalezi na datech (jejich dostupnost a

rozdéleni)

@ Podobné jako u tradicniho rezervovani by ani vypocet SCR nemél
probihat ¢isté mechanicky (viz ptiklady — je tfreba posoudit, zda
zvolena metoda postihne cely vyvoj/tail, zda odhad vstupnich
parametru je spolehlivy, apod.)
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Zaver

@ Vybér metody ve velké mite zalezi na datech (jejich dostupnost a
rozdéleni)

@ Podobné jako u tradicniho rezervovani by ani vypocet SCR nemél
probihat ¢isté mechanicky (viz ptiklady — je tfreba posoudit, zda
zvolena metoda postihne cely vyvoj/tail, zda odhad vstupnich
parametru je spolehlivy, apod.)

@ Otestovat vhodnost/dostupnost USP/IM Ize i na pomérné
jednoduchém modelu napf. v Excelu

42 Riziko rezerv v nezivotnim pojisténi
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Zaver

@ Vybér metody ve velké mite zalezi na datech (jejich dostupnost a
rozdéleni)

@ Podobné jako u tradicniho rezervovani by ani vypocet SCR nemél
probihat ¢isté mechanicky (viz ptiklady — je tfreba posoudit, zda
zvolena metoda postihne cely vyvoj/tail, zda odhad vstupnich
parametru je spolehlivy, apod.)

@ Otestovat vhodnost/dostupnost USP/IM Ize i na pomérné
jednoduchém modelu napt. v Excelu

@ Praxe:

@ vice odvétvi (tfeba uvazovat korelace)

e nedostatek dat u malych odvétvi

o velké Skody, neproporcionalni zajisténi individualnich Skod

e informace o zaplacenych a nahlaSenych Skodéach
= vhodné kombinovat rizné metody (trojuhelnik pro homogenni
Skody, individualni projekce pro velké Skody. . .)
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SIl Projekce C-L Mack M-W ODP Bootstrap Sl rizika
Zaver

@ Vybér metody ve velké mite zalezi na datech (jejich dostupnost a
rozdéleni)

@ Podobné jako u tradicniho rezervovani by ani vypocet SCR nemél
probihat ¢isté mechanicky (viz ptiklady — je tfreba posoudit, zda
zvolena metoda postihne cely vyvoj/tail, zda odhad vstupnich
parametru je spolehlivy, apod.)

@ Otestovat vhodnost/dostupnost USP/IM Ize i na pomérné
jednoduchém modelu napt. v Excelu

@ Praxe:

@ vice odvétvi (tfeba uvazovat korelace)
e nedostatek dat u malych odvétvi
o velké Skody, neproporcionalni zajisténi individualnich Skod
e informace o zaplacenych a nahlaSenych skodach
= vhodné kombinovat rizné metody (trojuhelnik pro homogenni
Skody, individualni projekce pro velké Skody. . .)
@ DalSi pozadavky SllI: schvaleni, dokumentace, use test. ..
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Dékuji Vam za pozornost.
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Chain Ladder Model.
Modellierung, Analyse und Simulation in der
Wirtschaftsmathematik Universitat Ulm, October 24, 2008.
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Literatura Detaily a dikazy Cviceni

Mack’s Development Factors

Theorem
The estimated factors

n—j+1

-
= Z //Cu/ >, wiCijt

=

represent unbiased and for different j uncorrelated estimates of the
development factors f;.

Proof: for j < k and for Cx = {Cim, m < k,i < n— m+ 1} we can use
the Mack’s assumptions (1) and (2) to write

n—k+1 n—j+1

E/fj,fk =EE (?j?k|CSj_1) =E Z W,‘jE (C,'jngq)/ Z W,'jC,‘,j_1?k

i=1 i=1
n—k+1 n—j+1

=E Z; W,‘/'C,"/'_ﬂ;'/ 21 W,'/'C,',/'_1?k = Eﬂ?k = fjfk = E?]Elfk m}
1= =
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Mack’s Variance Factors

Theorem

The variance of the estimated development factors ¥ is

n—j+1

_/+1
Var(f| Cj-1) = 0% Z VI/,]Z-Ci,j—1/[Z w; Cij- 1] :

i=1

Proof: follows from the Mack’s assumptions (1), (2) and (3) similarly as
for the development factors. |

We replace o with & to make an estimate Var().
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Mack’s Variance Factors contd.

Theorem
The estimated factors

1 —j+1
57 = —— Z ~$Cij1)?,

where d.f. is number of degrees of freedom (see the proof for exact
formula), represent unbiased and for different j uncorrelated estimates
of the variance factors o;.

Proof: The zero correlation follows from Mack’s assumptions (1), (2)
and (3) similarly as for the development factors.
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Mack’s Variance Factors contd.

For the mean value we need to calculate

n—j+1 Wi
, ,
EE{Z 5 (Cj—1Cijr)?

=

C<j—1] =

n—j+1 . Cl' 2
E D, Wi/Ci./—1E(((fj—f) (f/‘ 01/11)) C</—1]

i=1
The the first two parts in
c,, 2 ci 2 % c
(G-n+ -] = G-+ (- =) -26- ) - 1)
can be substltuted according to:
@ the formula for
Var(f|C<, 1) =022 weCip [ (217 wiCiy- 1) from the

previous slides; and
0.2

@ Var C.j /
(C// 1 | = 1) C// 1
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Mack’s Variance Factors contd.

The third part to be substituted is

R Ci
e (-5 % 1)

E[ "5 Wiy Cy — iCrje1 Cj— £,Cij s

n—j+1 i
ey wigCrij-t Cij1

C<j—1) =

Cg;_1] =
2
Wio*
N B
n—j+1 :
Zk=q o Wi Crjt

This equation holds because the i and k parts are independent for
each combination of k # i.
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Mack’s Variance Factors contd.

After the substitutions and summing together we get the result

i —j+1
n—j+1 Z’]_H- w2 Ciii
0_2 Wi — i=1 ij o 0_2(d f)
J z: U =1 O B A S
i=1 2y WijCij

Note that if we allow the weights wj to equal only 1 (include
observation) or 0 (exclude observation), the d.f. part reduces to
(n—j—1Iti, wj = 0}]). o
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Smoothing and Extrapolation

The raw development factors can be extrapolated to calculate the tail
factor f, by the same methods as used for standard chain-ladder.

In addition to that, we need to estimate the tail variance. To do this,
Mack suggests the following methods:

e Estimate 62, 62, by fitting a regression as follows:
log(62) ~ log(f; - 1)
o Estimate Var(%.) by (0.5(%, - 1))2 corresponding to an

assumption that £, lies roughly in the interval (1,1 + 2(f, — 1))
with 95% probability
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Reserve Variance

Because E(X - a)? = Var(X) + (E X — a)? we split the variance to
A ~ 2
E((R-R)?|a)=E (— ((Ciee = E(Cinla) + (Cioo = E(Cila)) |A) _

Var(Ciwla) + (Cie — E(Cinoln))?

For estimation of this variance we would need an estimate of

o 2
(é,'oo—E(ijM))z ln l+1L l—[ f ]—[ /]

=n-i+2 J=n—-i+2

We cannot create an estimate of this by simply replacing f; by ?, as this
would yield zero. 4

Instead, using k = n—i+ 1 we can calculate the future variance as

E ((Ri - Ri)?| C<k) = Var(CiwlCe) + Var(Cie|Cok) — the first term is
the same and for the second one we can find an estimate more easily.

4The original Mack’s proof in [Mack 1993] actually uses a little trick to arrive to an estimate from this formula; the resulting estimate is
however the same as here.
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Reserve Variance - Process Variance

59

Using the Mack assumptions and the relation
Var(X) = EVar(X|Y) + Var(E(X|Y)) we can set k = n—i+ 1 and for
each j > k calculate
Var(Ci;ICe) = E (Var(CijICxj-1) | Cek) + Var (E(CijICxj1) | Cak) =
E (Ci,j—1 | Csk) of + Val’(ci,/—1 | Csk) f?
Knowing that
Var(CiklC<k) =0, E(CiklC«k) = Cix

we can use the above relation to recursively calculate

Var(Ciwla) = Var(Ciw|Ck)

Deloitte
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Reserve Variance - Estimation Variance

For the estimation variance we can now calculate:
Var(@,-,-lCSk) =
Var (E(Ci,j—1 f1Cj-1) | Csk) +E (Var(éi,j—1 f1Cj-1) | Csk) =

Var(Cij11C«)f? + E(CF,

ij~1 Var(lmcﬁffﬂ | CSK)

which we can again estimate by a recursive formula

Var(Cj|C<x) = Var( Ci11C=k)P? + C? Var($|C<j1).

ij—1
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Reserve Variance - Total Process Variance

Calculation of the total process variance is straightforward due to
independence of rows

Var R|A) = ZVar RilA)
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Reserve Variance - Total Estimation Variance

Estimation variance is more difficult, but now we can just repeat the
derivation performed for Var(Cj.|C;). Writing

n n
Ci= ). Gy, Cy= > G
i=n+2-j i=n+1-j
we can derive (already omitting the proper conditions)

Var(C.;) = Var(Cyj1%) = Var(Coy11) + E((Cy-1)? Var(7))

Using Var(Csj_1£) = Var(Csj-1f) (as Cny2-j;-1 is known) we get a
recursive formula

Var(C. ) = Var(C. ;)i + €2 Var(f)
See also [Mack 1993] for further details.
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One-year Run-off Variance

In ideal case would hold @,-m = E(Cis|2) and then would the
calculation of one-year variance be simple, using just the Mack model
variance assumptions:

Var(E(CioolA) — E(Ciola™) | A)
Cinir2\ T
= E(Ci,n—i+1 (fn—i+2 T Comr ) 1_[ fi

j=n-i+3
" 2
Cin-it1 Cin-ive
= [1 6] Elfora-
Cin-is1

f_.
n—i+2 j=n—i+2

A

A) = (E(Cinln))? ¥,
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One-year Run-off Variance

However, as Ci., is only an estimate of E(Cixla), additional terms
covering this difference need to be added:

~ 2
Var(Roff|a) = (Ci) (W + ®))
(See the definition of the terms in the presentation.)
Detailed derivation can be found in [Merz & Wthrich 2008]. The

derivation is more demanding than the Mack’s derivation and uses
several approximations, assuming that

2 2
YL/
> —

1>
Cj,/'

for typical claims data.
The fomulas in format shown in this presentation can be found in
[Wathrich 2008].
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ODP distribution
If Y have a standard Poisson distribution Po(uj), then their (discrete)
density is
fly) = —(ﬂ;l) e Hi = exp(—y g/;” Hi _ /og(y!)) .

The variance of this distribution is Var(Yj) = 1 x u;. However, this
strong assumptions may not be fulfilled by data in claim triangles. But
we can generalise the distribution to get over-dispersed Poisson
distribution with density

ylogpuij—pj
¢

where c(y, ¢) ensures that f(y) integrates to 1. This is another example
of exponential family distribution, with Var(Yj;) = ¢ uj. Thus we can
apply generalized linear model (“GLM”) procedures to estimate the
parameters of this distribution.

1) = exp c(r.0)]
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Likelihood

From the density on previous slide is the logarithm of likelihood function

P Zj: W Yf/ﬁff(ﬂ)az;)?(@/(ﬂ)) oYy 9),

if we use the standard GLM notation with OPD parameters
u=b(0) = €’ and a(¢) = ¢. w; are a-priori weights given to
observations.
We want to find the parameters g by solving:
O:ﬂzz dt d@,-jd,u,-jdn,-j
dBk 7

For all exponential family distributions holds

EYj=pu;=0'(6;) and Var(Yj) = a(¢)b”(6) = a(#)V(uj),

"4 .
! d6; duy dny dpx

so the above equation becomes )
0= 3wt (ﬂ) i
i ¢ V() \dnj) duj

k-

Deloitte
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Likelihood maximisation

We can further rewrite the likelihood equation into

B 1 dnji
= 2 g g

7

where
.. 1
W) = - Vi)

dnj )2
U .

i
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Linear regression in z

Setz=n+(Y —u)Z—Z = XpB + &. Then supposing u is fixed we have

2
w™' Var(s) = w™' Var(Y) (@) =W,
du
S0 we can try to solve a linear regression of z, searching for
parameters B, with variance matrix W;.
The regression solution is g = (X7 W;'X)"' XT W;'z. However, as u
itself is a function of 5, we have to repeat the procedure iteratively.
If the procedure converged, then
(XTWE X0 = XTW, 2 = (XTW, XOB + XTWE (Y = ()
Hlup)
and thus u(B) solves
1 a dn
= - XTW; (Y -u)—,
0 P 2 o) du
which is the liability equation on previous slide in matrix form.
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Error estimates

In general, we can split the variance in estimation of future claims
YF = efFf into:

E(YF-YF)? =var(YF)-2Cov(YF, YF)+Var(YF)+ (E YF-E YF)2.

@ The first term is the variance of future observations;

@ The covariance term is zero, as YF is an estimate based on past
observations, which are independent on future observations;

@ The third term is the estimation variance;

@ The last term is zero, supposing YF is an unbiased estimate. We
know that Fj is unbiased, YF is only approximately unbiased.
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Process variance

The variance parameter ¢ can be estimated by

. Y; — ’..2
$= Z%/(n—p) ~PXop
/-j )

p is the number of parameters (length of §) and the estimate has
asymptotically the above y? distribution.
As we assume ODP distribution, the process variance can then be
estimated by

Var(YF) = .
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Variance of Fj3

Set A= (XTW;'X)' X" W;'. Then 3 = Az and we know that
Var(z) = ¢W,. As in classical regression, the variance of Fj is then

Var(FB) = FAVar(2) ATFT = g F(XT W, ' X)'FT.

But we are interested in Var(¥F) = Var(e?). We can use a delta
method to get an approximate estimate.
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Delta method approximation

We have ¥; = fi; = f(fj;), where in our case is f(x) = e*. We can
apply a Taylor expansion:

wij = F(Emy) + F(Eny)(ny — Eny).
From this we get an approximation
Var(uj) = (f')? Var(n;) = ,u?- Var(n;) -

In matrix form, together with expression for Var(Fj) from previous
slide, we get o
Var(ij) = oM F (XTW;' X)'FT M,

where M = diag(g2) .
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Snadné cviceni pro Ctenéare

Zkontrolujme, zda nyni umime pocitat trojuhelniky:

Ktera z uvedenych ,IBNR" ¢asti je vétsi?
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