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Solvency Il
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Solvency Il

...Is a project
which was

initiated by the
European
Comrznclj%ilon n -..establishes
...will come into capital

requirements and

effect on Jan 1, ;
risk management

2016

Origin standards that will
apply across the
Timing Target EU
...aims to provide
PI'_FOtﬁC}'(?n tob - Scope ___affects all areas
policynolders by of an insurer’s
reducing the risk operations
of insolvency to
insurers :
Consequence Comparison

_..encourages
companies to
manage risk in a
way which is
appropriate to the
size and nature of
heir busines

...aims to move
away from the
idea that “one
approach fits all”

Zdroj: Dana Chladkova: Pojistny matematik a Solventnost Il, Aktuarsky semindr 28.03.2014
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Solvency Il

Koncept Sll stoji na trech hlavnich pilifich (inspirovano Basel Il):
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Kapitalové pozadavky

Riziko pojistného na jednoletém horizontu




Kapitalové pozadavky v SlI

Zakladnim vystupem v SlI jsou hodnoty SCR (solventnostni kapitalovy
pozadavek) a MCR (minimalni kapitalovy pozadavek), jez jsou obdobou PMS a GF.

K vypoctu SCR byla EIOPAou vytvorena tzv. standardni formule (SF)

Modularni pristup - ,,kazdé" riziko predstavuje jeden modul, pro ten je vypoctené
SCR, a poté jsou jednotliva SCR vhodné agregovana do vysledného SCR

Kalibrace:

Kazdé jednotlivé SCR by mélo predstavovat VaR (hodnotu v riziku) primarniho kapitalu
(basic own funds) na hladiné spolehlivosti 0,995 v Casovém horizontu 1 roku (nékdy
analogicky se uvadi, ze k ruinovani pojiStovny dojde jednou za 200 let)

Aplikuje se na jednotlivy modul

Agregace probiha pres korelacni koeficienty, které by mély zohlednovat koncovou
zavislost (,,korelace za extrémnich podminek")
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Standardni formule

. ] Market
i

Market 1
Default 0.25
Life 0.25
Health 0.25
Non-life 0.25

Non-life

L Con-
centration

B Illiquid'rly‘

Disabili

RevisioN_

CAT‘ Non-SLT
Health

Premium
Reserve

¢
=
-

kS
-

Morlall

| Longevity|

Disabili
Morbidity

Premium
Reserve

Lapse

CAT

‘ = included in the
adjustment for the loss-
absorbing capacity of
technical provisions

under the modular
approach

BSCR = \/Zi,j COTTi'jSCRiSCRj + SCRintang’ SCR = BSCR + Op + Ad_]

Adj <= 0 — uprava zohledrujici schopnost technickych rezerv a odloZené dariové povinnosti absorbovat ztratu
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Kapitalové pozadavky - NZP

Obecné plati pro BOF~UW result = EP — Exp — L
EP je roCni zaslouzené pojistné
Exp jsou provozni naklady
L predstavuji Skody (soucet vyplat a zmén rezerv béhem roku (v¢. ndkladd na likvidaci))

Dale sirozdélime L = Lyy + Lpy = (Pgy + Ryy) + (Ppy+Rpy)
L,y - Skody vzniklé v souCasném roce
Lpy - Skody vzniklé v pfedchozich letech
P - vyplaty na Skodach
R - zména rezerv na Skodach

Potom muUZeme psét
BOFAYNEP - Exp - (PAY + RAY)

BOFpy~ — (Ppy + Rpy),
kde prvni ¢ast odpovida riziku pojistného a druha riziku rezerv.
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Modul nezivotniho pojistén

A\ 4 V4

Intang

o B
Market Health Default Life
| | | I
Interest SLT CAT Non-SLT Mortality F;'Emium
rate Health Health eserve
[—
| Equity : | Longevity
— _ Premium Lapse
Reserve
Property L ; | Disability
ongevity Morbidity
Lapse
Spread Disability | Lapse
Morbidity ]
Currency Lapse | Expenses
= included in the
| Con- | Revision adjustment for the loss-
centration Expenses _ absorbing capacity of
technical provisions
| Wiquidity Revision _| | CAT under the modular

approach
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A\ 4 V4

Modul nezivotniho pojisténi

CorrNL NL,, NLyer NLcar
Obdobné jako agregace jednotlivych NLp: !
modulld do celkového SCR, zde v modulu NZP | Mige 0 1
probihd agregace podmoduld do SCR NLcar 0.25 0 1

odpovidajici NZP stejnym pfistupem, tedy

SCRNL — \/Zi,j COTTNLi,jNLiNLj,

kde NL; je SCR jednotlivych podmoduld v rdmci NZP
Pro podmodul NL,, se kapitalovy pozadavek rizika pojistneho a rizika rezerv
rovna
NL,, = 30V,
kde V je objem rizika, o je kombinovana smeérodatna odchylka pro riziko rezerv a
riziko pojistného
Odpovida priblizné tomu, Ze za predpokladu logaritmicko-normalniho rozdélenfi
podkladového rizika, je SCR kalibrovano ve smyslu SlI
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Interni model rizika pojistného
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Interni modely v Sli

Solvency Il umoznuje mimo SF pouzivat i jinou metodu vypoctu, pokud bude plné
v souladu s principy a predpisy Sll - podléhd dikladné kontrole dohledu

Déli se na castecné a uplné interni modely
UplIny interni model je ndhrada za SF

Castecny interni model umoZfiuje ménit pouze ¢ast SF, a to:
Jeden nebo vice modull
Jeden nebo vice submoduld z jednoho i vice modull
Modul operacniho rizika
Modul Adj
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Odhad SCR - teorie

Pro pripomenuti, riziko pojistného jsme definovali jako
BOF~EP — Exp — (Pyy + Ray) = EP — Exp — Lyy = UW result

Pro vypocet SCR je nutné stanovit odhad stfedni hodnoty a VaR na hladiné 0,005
béhem jednoletého horizontu této veliCiny

OznaCme E; = E[BOF|F;], kde F; znacCi veskeré informace znamé v case t

Cilem je odhadnout E;;, nyni v Case t. S vyuzitim vlastnosti podminéné stredni
hodnoty dostaneme:

E[Et+1|Tt] — E[E[BOFth_,_l]th] - E[BOFth] = Ey
Odhad kvantilu uz bohuzel takovou viastnost nema
Pro jednoduchost dale predpokladejme, Zze nahodné jsou pouze Skody, plati tedy

SCR = E[BOF|F;] — VaR§5ts(BOF) = VaR§ggs(L) — EL
L =L,y
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Odhad SCR - teorie

K odhadu VaR na jednoletém horizontu Ize vyuZit napf. téchto dvou pristupu:
pouzijeme data upravena tak, aby odpovidala ro€nimu zdkladu, viz [4]
= VaR{hos(L) = VaR{ g95(L) = SCR = VaR{ 495 (L) — EL

odhadneme VaR nyni v ¢ase t a stanovime pomeér nejistoty stanoveny v Caset+ 1 a
nyni v ¢ase t (pomeér oznacme jako a)
= SCR = (VaRf g95(L) —EL) x a (=2250)

nejistotag

Pouziti druhého pristupu dle mého nazoru je lepSi
Neztrdcime informaci o celkové variabilité, kterd maze byt uzite¢na
Neni nutné ménit data

Dale se tedy budeme zabyvat timto druhym pristupem
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Odhad jednoleté nejistoty

Pro stanoveni pomeéru a Ize za miru nejistoty volit napf. vMSEP, coZ ma své velké
vyhody:
Odhady MSEP, z vyvojovych trojahelnikd jsou jiZz dnes velmi rozsifeny a pouzivany
(napr. MackUv odhad)

Pro odhad MSEP; Ize vyuzit znalosti z rizika rezerv pro ucely solventnosti, kde se
vyuziva tzv. CDR (claims development result)

Pro rok vzniku j je CDR definovano
CDR; = E[Cj w|Ft] — E[Cj 0| Frsa] = Cf — CFHT,
kde C;  je celkova vyse Skod vzniklych v roce j v dobe ukonceni jejich vyvoje
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Skodni rok

Odhad jednoleté nejistoty

Dle Merz, Withrich [1] (postaveno na Mackové modelu) plati

MSEP] = MSEPL_(0) = E[(CDR;(t + 1) — 0)*|F,| = (¢})* (T} + &Y),

kde CDR;(t + 1) = C}f — CF**,

2
52 ./F . 2 2,072
ft _ at—J/(ft—J) + t—1 (Ct—i,i) O /(fl)
T [=t—j t+1
J Cjt—j =t st Ceoiji
~2 2 2 2 2,72 \2
At — Gt—j/(ft—j) +ye-d Ce—ii\~ 67/(f) 5 ot — Zt—j—l C. .
j gt i=t—j+1\ gt+1 st j T 4i=0 L]
t—j A [ i L,
Vyvojovy rok Vyvojovy rok
j=0 j=0
=1 j=1
j=2 L =2
e
=
°
>
%]
j=t-1 j=t-1
j=t j=t
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Odhad jednoleté nejistoty

Dosazenim definovanych odhadu dostdvame:

t—1 .
MSEP] (Ct) O-t ]/(ft ]) + /gft ]) Ctt+lll iz/(?)z
]t J St- i=t—j+1 S Si

Pro Mackuv odhad MSEP plati zndmy vztah
MSEP) = (¢1)* Rk, /fiz (1/%_ + 1/55) —

>O

pey2 [ 63/ e ,) 2i/(fey)” 52
= (¢ )< Cle-j St—; thﬁl /fl 1/ ))

AN2

/(fl) t—1 Ce— LLO' /(fl) Ce—ii

Zl t—j+1" ot = Di=t—j+1 S protoze 1 = SEFI
i

l l

, — i MSEP! ,
Plati tedy MSEP] > MSEP] s a; = —=2X<1Vj=1,..,¢t
MSEP/
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Odhad jednoleté nejistoty

Pro uplnost (viz [1])
MSEP, °t? = E [(2;;0 CDR;(t +1) — o)zml = 2t_oMSEP] + 2 %5150 CE CEEL + R

Riziko rezerv = ,celkové" atotet

Riziko pojistného = intuitivné a, (posledniho roku vzniku)

Zaroven vyvoj Skod pro riziko pojistného neni vyrazné pomalejSi nez pro riziko
rezerv

= vysledné «a jako vy$si z a, a atotd!

a = max(a,, atotel)
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Odhad jednoleté nejistoty

Priklad z [1]

Vywojow rok
0 1 2 3 4 5 6

Skodni rok
nn o

____T____
o NO Ol A~ WNPEFO

> a= max(ag, a
= 0,767

T T T T
O~NO U WN R

Total

total)
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Teorie extremnich hodnot (EVT)

VaR chceme pocitat na hladiné 0,995 -> zajima nas pravy chvost rozdéleni vyse
Skod L

Odhadujeme distribucni funkci podminéného rozdéleni vysSe sSkody za podminky,
ze Skoda prekracuje ,,vysokou" prahovou hladinu u

F(x)—-F(u)
1-F(u)

prou < x < xp, kde xp < oo je pravy konec (nepodminéného) rozdéleni skod F

E(x)=P(L <x|L>u)=

Podle véty Pickands-Balkema-de Haan z EVT plyne, ze pro velkou skupinu
distribucnich funkci pouzivanych v pojistovnictvi plati

lim sup |Fu(x +u) — Gz pu) (x)| =0

U=XF 0sx<xp—-u

kde G¢ 3 (x) je tzv. zobecnene Paretovo rozdeleni (GPD)
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Zobecnéené Paretovo rozdéleni (GPD)

1

x\ ¢
1—<1+€—> proé # 0
Gep () = g ,
1—exp(—%> proé =0

kdef>0ax=>0 proé >0
0<x<p/¢ proé <0

Pro & > 0 ma distribucni funkce tézké chvosty a existuje k-ty moment této d.f.
kdykoli k < 1/&

Pro & = 0 se jedna o exponencialni rozdéleni, kdy existuji vSechny momenty
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Zobecnéené Paretovo rozdéleni (GPD)

CDF GPD (B=5)

CDF GPD (B=10)
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Stanoveni prahové hodnoty u

Existuje vice postupd, jak stanovit ,,sprdvnou hladinu u, napr:
Pomoci funkce pramérl presahu e(u)
Pomoci tzv. Hill plotu
Expertni Usudek

Funkce primérd presahu:

Pro X~Gg g(x) platie(u) = E[X —ulX > u] = B;—_‘? proé<lafB+ué>0

u stanovime tak, aby e(x) byla priblizné linearni pro x > u

Hill plot:

Vychazi z toho, ze maximalné vérohodny odhad & je stanoveny z k nejvétSich
hodnot nahodného vybéru

A 1 k
$ = Ez. 1(108(X<n—i+1)) ~ log(X(u-i0))
L=

vhodnymi kandidaty jsou tzv. turning points, vice v [3]
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Stanoveni prahové hodnoty u

Expertni usudek:

Z popisu obou metod plyne, zZe neexistuje zadny explicitni vzorec na vyhledani
vhodné prahové hodnoty u

Je zapotrebi podrobnéjsi pohled
Prahova hodnota zaroven

dostatecné , mala" « dostatek dat na prolozeni GPD
dostatecné ,,velkd" « pro spInéni predpokladd véty na vhodnost pouZiti GPD
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Aproximace chvostu rozdeéleni

Dospéli jsme k zavéru, ze GPD je prirozenym modelem pro model Skod nad
vysokou prahovou hladinou, tedy pro dostate¢né velké u muZeme aproximovat
F(x+u) =Gsp(x) = Gep(x —u) = F,(x) prox = u

ZE,(x)= F(lx_);gg‘) odvodime F(x)
F(x) = (1 - F(u))Fu(x) + F(u) prox = u

Spojenim dostdvame, Ze pUvodni distribuéni funkci F [ze aproximovat pro velké u
a pro vSechna x = u funkci
F(x) = (1 — F(w))Gep(x —u) + F(u)
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Odhad VaR pomoci EVT

Pro stanoveni odhadu predpokladejme, Zze mame nahodny vybér Ly, ..., L,
predstavujici rocni uhrny Skod
Oznacme:

N,, jako pocet pozorovani prekracujici prahovou hodnotu u

£ a £ maximalné vérohodné odhady parametrd GPD pFi prahové hodnoté u

Potom nestrannym odhadem F(u) je F(u) = 1 — % a odhadem F(x)

W =

PG = (1 F)Ggpo - + F@ = 1 - 72 (14 §227)

Z tohoto odhad VaR na hladiné a dostaneme pomoci jeji inverze

= -¢
VaR, = F (a) = u+g<<Ni(1 — a)) — 1) pro a > F(u)
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Odhad stredni hodnoty skod

Vyuzijeme rovnosti
EL = E[L|L < u]P(L <u) + E[L|L > u]P(L > u)

d.f. L|L > u aproximuje funkci G¢ g (x — u)

Nahodna veliCina s d.f. G¢ g(x —u) ma stredni hodnotu u + b

1-¢
= EL =E[L[L < u]F/(u\)+<u+%é>(1—F/(tT))

=7 X N
Flu)y=1--+
n
n
— i+ Lil
1=1 *~1 L:<u
E[L|L < u] —
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Shrnuti

Odhadujeme SCR rizika pojistného v nasledujicich krocich:

Odhadneme pravy chvost rozdéleni skody L:
Stanovime prahovou hodnotu u

Rozdéleni Skod nad touto hladinou aproximujeme GPD — pomoci MLE ziskame odhady
parametrd € a g

~

=3
Stanovime odhad VaR ze vzorce VaR g95(L) = u + (Ni (1-— 0,995)) -1

| TR)

I'e P4 e =7 ?: Ll1 iSU B
Stanovime odhad stfedni hodnoty ze vzorce EL = =52 ( - &) + (u +i)ﬂ

i=1 1L;<u n 1-¢/ n

Stanovime odhad poméru nejistoty a jako a = max (\/M/Sﬁ’f / M/sﬁg,awwl>

Potom SCR spocteme jako
(VaRg99s5(L) — EL) *
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Poznamky

Cely navrhovany interni model predpoklddéd nendhodnost pojistného a ndkladu
VSechny proménné by mély byt oCiSténé od zajisténi (netto baze)
=> v nasem modelu tedy predpokladame, ze zadné zajisténi nemame
Model pIné nepokryva pojistné z nového obchodu upsaného béhem nasledujicich
12 mésicu
=> pro uplnost vypoctu SCR by bylo potrfeba zohlednit nepokrytou ¢ast
zaslouzeného pojistného

EP

( \ o ,
- Pojistne z noveho obchodu

i upsanéhomezit=0at=1
Pokryto v riziku
rezerv g NezaslouZeneé pojistné z

predchozich let

t=0 t=1
Pokryto v
navrhovaném
modelu
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Praktické poznamky

V praxi vétSinou neodhadujeme cely rocni uhrn skod L, jak jsme si popsali

Ale uvaZzujeme, Ze ndhodnéd veli¢inaL =Y + YV X;
Y (ne velké Skody) - souhrnné (gamma, lognormal) nebo kolektivnim modelem rizika

N (pocet velkych Skod) - negativné binomické, Poissonovo...
X; (vySe i-té velké Skody) - GPD (EVT)

V tomto pripadé analytické vyjadreni kvantilu obtizné

= kazdou z téchto veli¢in modelujeme zvIast a na zakladé simulaci potom odvodime
pozadovany kvantil
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Priklad
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Priklad

Pro demonstraci jsem vyuzil dat z danského pojisténi pozaru, které obsahuji
2167 skod mezi lety 1980 a 1990 upravené o inflaci

Data jsou volné ke stazeni na http://www.macs.hw.ac.uk/~mcneil/data.html
Skody jsou vyjadiené v milionech danskych korun
Zakladni charakteristiky:

Histogram
Stredni hodnota 3.39
Rozptyl 8.51
Median 1.78
0,995-kvantil 38.15
Min 1.00
Max 263.25

12 15 20 50 100 200 300
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Priklad

1. a. Stanoveni prahové hodnoty

Nakreslime odhad funkce pruméru presahu ze vztahu
n
= (Limw)1 sy

e(u) =

n

Mean excess function

80,00

70,00 ~
60,00 A

50,00 + = Mean excess function

4000 - —Line fitting u=4
— Line fitting u=10
30,00 + —— Line fitting u=20

20,00 A
10,00 +

0,00 T T T T T
0,00 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00 60,00

Hodnota 10 i 20 dobre zachycuji linearni trend e(u), s pomoci Hill plotu nakonec
zvolime hladinu 19,45
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Priklad

1. b. Odhad parametru GPD
Pomoci metody maximalni vérohodnosti odhadneme parametry & a g GPD

Vérohodnostni funkce L(¢, ) pro cast nahodného vybéru prekracujici prahovou
hodnotu u

1
1 Ly —u)\ ¢
L&, B) = 1_[ E<1+€( (2, u)) prof >0

apros.v.x > u, kdy2€>0nebos.v.u<x<u—ﬁ/€, kdyz § <0

Resenim rovnice
a aNT
(6.8)" = argmaxlog(L(&, )
B>0,£ER

dostdvame hledané parametry
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Priklad

2. a 3. Odhad hodnoty v riziku a stredni hodnoty

Pro odhad VaR na hladiné 0,995 jsme si odvodili vzorec

. -¢
o n
VaRg 05 (L) = u +§ (N—(1 - 0,995)) —1 | =38,385

u

Podminkou je 0,995 > F(w), kde F(w) = 1 — ™/, = 0,983 /

Pro odhad stredni hodnoty jsme si odvodili vzorci

. 7-1: L:1;.< N N
Fl = ! ”"”(1——”)+(”+1ﬁé> y

n
i=1 1Li5u

—

EL = 3,453
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Priklad

4.a5. Urceni SCR

Pro vypocet SCR je nutné jesté stanovit odhad poméru nejistoty a

Z dat bohuzel toto nebylo pro jejich nekomplexnost mozné urcit

N 7 N e\ 7/

atotet = 0,748
ar = 0,767

= a = max(a,, at°t*) = 0,767

Potom vysledné
SCR = (VaRyges(L) — EL) * & = 34,932 % 0,767 = 26,793
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Priklad

Citlivost SCR na volbé prahové hodnoty
Obecné je vysledek SCR znacné zavisly na volbé prahové hodnoty

| nasem pripadeé ,,hezkych" dat vychazi SCR mezi 26 a 32,5 mio DKK

SCRs under different threshold

Data u=1 wu=2 wu=3 u=4 u=5 u=6 wu=7 u=8 u=9 u=10 u=11 u=12 u=13 u=14 u=15 u=16 u=17 u=18 u=19 u=20

= Je dobré ovérit spravnost volby prahové hodnoty
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Priklad

Validace prahové hodnoty
Pro validaci spravné volby Ize vyuZit rGznych metod, napr:
Statistické testovani hypotézy Hy: E, = Gpz
QQ graf
Test dobré shody

K testovani hypotézy jsme si vybrali KolmogorovUuv-Smirnovuyv test, ktery
definuje testovaci statistiku jako

K-S = sup‘ﬁu(x) — Gpa(x — u)‘

x>u

D4 se dokdzat, Ze asymptoticky ma ,/N,K—S Kolmogorovo rozdélen{

P(\/N_uK—S < X) =1-2 Z (_1)i+1e—2i2x2
i=1

p-hodnota v nasem pripadé je 0,996 = nezamitame nulovou hypotézu na hladiné
0,05
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Priklad

Validace prahové hodnoty - QQ graf
QQ graf zndzornuje teoretické kvantily proti empirickym kvantilim

Teoretické kvantily dostaneme pomoci inverzni distribucni funkce vysokych Skod
(GPD) ze vzorce

. . 3
Ggg(Fu(Ln-ny+i)) = u "‘?((1 - Fu(L(n—NuH))) - 1). i=1.,N, -1
Odpovidajici empirické kvantily jsou hodnoty nahodného vybéru, protoze
N A , ~ 1
Fy 1(Fu(L(n—Nu+i))) = LN+ Proi =1,.., Ny, — 1, kde F,(x) = Ny, i1 Lu<r;<x)

Q/Q plot
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80
THEORETICAL QUANTILES

GPD: F(x) * Empirical: F(x)
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Praktické poznamky

BohuZel KolmogorovUiv-Smirnoviv test ma malou silu, nezamitne tedy nékdy i
zjevné Spatnou aproximaci rozdéleni

Volbou ,,Spatného” u = 4 je p-hodnota KS testu rovna 0,634, a tedy ani v tomto
pripadé nezamitame nulovou hypotézu na hladiné 0,05

= Je proto potreba data vice zkoumat a nespoléhat se na jeden jediny test

DalSi hojné vyuZivané testy Andersonuv-DarlingUv test nebo chi-kvadrat test
dobré shody

Nekdy Ize vyvodit Spatnou aproximaci také pomoci QQ grafu

V praxilze pres teoreticky prokazané GPD pouzit i jiné rozdéleni
Logaritmicko normalni rozdéleni
Gamma rozdéleni
Weibullovo
Burrovo

Page 41 Riziko pojistného na jednoletém horizontu EY



Praktické poznamky

Odhaleni Spatné aproximace QQ grafem

SAMPLE QUANTILES

SAMPLE QUANTILES

Q/Q plot u=19,45

80
THEORETICAL QUANTILES

GPD: F(x) * Empirical: F(x)

Q/Q plot u=4

80
THEORETICAL QUANTILES

GPD: F(x) * Empirical: F(x)
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