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Data z povinného ruéeni

Jak bychom se na data divali selskym rozumem? Jaké ndstroje bychom
pouZili:
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Dvourozmérny sloZeny Poissoniiv proces

Dvourozmé&rny ndhodny proces (5(t))e>0 = (S1(t), S2(t))e>0 je sloZeny
Poissontiv proces jestlize:

N(t)  N(1)

— (v

(Xi, Yi)ien jsou nezdvislé stejn& rozdélené ndhodné dvourozmé&rné vektory
a kde N(t) je homogenni Poissoniiv proces s intenzitou A > 0, tj.

(At)

P[N(t) = n] = n=0,1,2...

Charakteristicka funkce dvourozmerneho sloZeného Poissonova procesu je

nasledujici:
[0 —ep e [ (1 -1) nian}.

kde M je Lévyho mira na R.
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Dvourozmérny sloZeny Poissoniiv proces

Oznatime-li o sdruZené rozdéleni skoki, potom plati M(dx) = Ao(dx).
TakZe charakteristickou funkci lze p¥epsat na:

B[S0 = exp (At (2) - 1]),

pficemz o zna&i charakteristickou funkci rozdéleni o.
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Co se dnes dozvime?

o Otazky
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Co se dnes dozvime?

Otazky

@ Co je to Lévyho proces?
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Co se dnes dozvime?

Otazky

@ Co je to Lévyho proces?

@ Jak modelovat zavislost sloZek vicerozmérného Lévyho procesu?

Ondfej Honzl (Kooperativa) Modelovani zavislosti skod Aktuarsky seminaf 7/76



Co se dnes dozvime?
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Lévyho procesy — kde se pouZivaji?

Aplikace Lévyho procesii

Lévyho procesy jsou dnes stale vice uZivany ve svété finanénich modelii a pojistovnictvi.
PY¥edevsim negaussovské a skokové Lévyho procesy maji vyuZiti v oblasti stochastické
diferencidlni geometrie, kterd je p¥imo aplikovatelnd na nejrizn&jsi finan¢ni modely. Dal3i

aplikace Ize nalézt v telekomunikacich, seismologii, kvantové teorii nebo meteorologii. . .

Aktuarska sféra
o Alokace aktiv a pasiv (ALM)
@ Teorie ruinovani
@ Viceromérné skody — odhady rezerv, vy3e $kod, apod.
o Operalni riziko, kreditni riziko, trzni riziko, Option pricing

@ Aproximace VaR
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Lévyho procesy Definice

Lévyho procesy — Definice

Lévyho procesy dnes nesou jméno po francouzském matematikovi Paulu Pierru Lévym J

(1886 — 1971). D¥ive se o nich hovofilo jako o t¥id& procesii s nezavislymi pFirdstky.

El

Definice

3

2

Hl

o

i

Dvourozmérny proces (X;)¢>0 nazveme Lévyho procesem, jestlize ma
cadlag trajektorie, je stochasticky spojity, startuje v nule a ma nezavislé

staciondrni ptirlstky.
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Lévyho procesy — podrobnéjsi definice

Definice d-rozmé&rny stochasticky proces {X;, t > 0} nazyvame Lévyho
procesem, jestlize spliiuje ndsledujici podminky:
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s

v) (cadlag trajektorie): Pro kazdé w € Q je X¢(w) zprava spojitd funkce pro
t > 0 a ma limity zleva.
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Lévyho procesy — podrobnéjsi definice

Definice d-rozmé&rny stochasticky proces {X;, t > 0} nazyvame Lévyho
procesem, jestlize spliiuje ndsledujici podminky:

ii) (Nezavislost priristkii). Pro kazdé n € N, 0 < to < t; < ... < t, jsou
nahodné vektory Xi,, Xy, — Xiy, -, X, — Xt,_, nezavislé.

iii) (Stacionarni priristky): Pro kazdé h > 0 rozd&leni X;1, — X; nezavisi na
t € Ry, tudiz Xipp — Xi a X, maji stejné rozdéleni.

iv) (Stochastickd spojitost): Pro kazdé t > 0 a € > 0 plati

IimtIP’[|XS — X >e]=0.

s—

v) (cadlag trajektorie): Pro kazdé w € Q je X¢(w) zprava spojitd funkce pro
t > 0 a ma limity zleva.

Pozndmka
P¥iristek Wienerova procesu Wiy — Wi ma normdlni rozd&leni A/ (O, h).

s o

P¥iristek Poissonova procesu Niin — Ny ma Poissonovo rozdéleni Po(Ah).
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Lévyho procesy — Otazky

Otazky

@ Moc definici nechdpu! Co si mam pod ni pfedstavit?

o Jak se takové procesy chovaji?

@ Jsou Lévyho procesy dostateéné Sirokou t¥idou?

@ Neni mi jasné, které procesy jsou Lévyho procesy a které nikoli!?
o Ukdzete ndm néjaké priklady Lévyho procesii?
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Lévyho procesy Vlastnosti — charakterizace, rozdéleni, dekompozice, ...

Rozdéleni v ¢ase t > 0

V Case t > 0 ma Lévyho proces nekonecné délitelné rozdéleni. Je-li
Px, = u rozdéleni v &ase 1, potom Px, = p*t.

Definice Ndhodna veli¢ina Y ma nekonecné délitelné rozdéleni, jestlize pro
kazdé n > 2 existuji nezavislé stejné rozdélené nahodné velic¢iny
Y1, ..., Y, takové, Ze Y1 + --- + Y, ma stejné rozdéleni jako Y.

Priklady

nekonecné délitelna rozdéleni:
@ Poissonovo rozdé&leni, negativni binomické, sloZené Poissonovo
@ Normalni rozdé&leni, Gama rozdéleni, Studentovo t-rozdé&leni
@ Cauchyho rozdéleni, Paretovo rozdéleni, a-stabilni rozdéleni
@ deterministické rozdéleni

Pozor, nekonectné délitelna rozdéleni nejsou:
@ Rovnomérné rozdéleni, binomické rozdéleni
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Vlastnosti — charakterizace, rozdéleni, dekompozice, ...
Charakteristicka trojice

Lévyho-Chincinova reprezentace

Je-li i nekonetne dglitelné rozd&leni na RY, potom

1 .
0gi(2) =~ (Az,2) + i{m, 2) + [ (1) 1 = i(z,) 1p(x)) (o),
Rd
(1)
p¥icem? (-,-) je skaldrni soutin na RY, me R4, D = {x e RY : |x| < 1} je
jednotkova koule. A je symetricka pozitivné semidefinitni matice typu
d x d a v je mira na R? splnujici:

V({0}) =0 a /Rd(\xF A 1) v(dx) < oo.

Plati dokonce opa&na implikace. (Dikaz: nap¥. [Sato (1999)])
Trojici (m, A, v) nazveme charakteristickou trojici.
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Vlastnosti — charakterizace, rozdé&leni, dekompozice, ...
Charakteristicka trojice

o Je-li (m, A, v) charakteristickd trojice rozd&leni Lévyho procesu
v ase 1, potom je (tm, tA, tv) je charakteristickd trojice rozd&len{
Lévyho procesu v Case t.

@ Misto jednotkové koule Ize brat v (1) usekdvaci funkci
c(x) =1+ o(x). Paul Lévy, ¢i Alexander Chincin uZivali funkci
c(x) = ﬁ
Volba ¢(x) ma vliv jen na hodnotu m. Mira v a matice A ziistanou
stejné.
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Lévyho procesy Vlastnosti — charakterizace, rozdéleni, dekompozice,

Lévyho procesy — slozeny Poissonliv proces

SloZeny Poissoniiv proces

Bud o sdruZené rozd&Ini skokii, pak charakteristickd funkce slozeného
Poissonova procesuv ¢ase t > 0 je:

7i(z) = exp [At(5(2) — 1)] = exp [)\t /R d(e"<27X> 1)U(dx)] :

a tudiz charakteristicka trojice je

(/ xAo(dx), 0, Aa) .
x|<1

Pokud je vezmeme o = 61 (Diracova mira v bodé& 1) dostdvame
" oby&ejny"” Poissoniiv proces s charakteristickou trojici (0,0, Ad1).
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Lévyho procesy Vlastnosti — charakterizace, rozdéleni, dekompozice, ...

Lévyho procesy — slozeny Poissonliv proces

P¥iklad sloZeného Poissonova procesu

s o5 oe

Poznamka Lévyho proces je slozeny Poissoniiv proces pravé tehdy, kdyz

jsou jeho trajektorie po &astech konstantni. (Dikaz viz [Cont-tankov
(2004)] Proposition 3.3.)

Ondfej Honzl (Kooperativa)

Modelovani zavislosti Skod

Aktuarsky semina¥

17 / 76



Lévyho procesy Vlastnosti — charakterizace, rozdéleni, dekompozice, ...

Lévyho-Itoova dekompozice

Lévyho proces {X;, t > 0} Ize rozdélit na soucet t¥i nezavislych procesi

X = Xt(l) + Xt(2) + Xt(3), pficemZ logaritmy charakteristickych funkci jejich
rozdéleni v ¢ase 1 jsou:

(z) = —%(Az, z) +i(m,z)
Uo(2) = /| |>1(ei<z’x>—1)y(dx)

z) = e/ @%) _1 _ iz x)) v(dx
¥s(2) /legl( 1— ifz,x)) v(d),

tj. X je Browniiv pohyb s kovarianéni matici A a driftem m,

X@) je slozeny Poissonii v proces zahrnujici v&t$i nez jednotkové skoky a
X je &st& skokovy martingal s mendimi ne jednotkovymi skoky
(kompenzovany sloZeny Poissontv proces).
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Vlastnosti — charakterizace, rozdéleni, dekompozice, ...
- Ve
Subordinatory

Subordindtor je jednorozmé&rny Lévyho proces s neklesajicimi trajektoriemi.
Vicerozmérny proces, jehoZ sloZky jsou subordindtory nazyvame rovnéz
subordindtorem.

Subordindtory maji nasledujici vlastnosti:

@ Subordindtor nema v Lévyho-Itéové rozkladu Brownovskou slozku, a
navic:

W((=00,0]) = 0, /Ooo(x A 1) p(dx) < oo,

@ Subordinator miZe mit sice nekone¢nou aktivitu, ale musi mit
kone¢nou variaci.

Subordinatory hraji dileZitou roli v zavislostni struktu¥e sloZzek
vicerozmérnych Lévyho procest (uvidime pozdgji).
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Lévyho procesy Pfiklady

Lévyho procesy — dalsi ptiklady

Lévyho procesy jsou velmi Siroka tfida procesii. Kromé& Wienerova procesu,
sloZeného Poissonova procesu je ve finanénich modelech pouZivany
Normadini inverzni Gaussiiv (NIG) proces, nebo zobecnény hyperbolicky
(GH) proces. Jak uZ jsme totiz vySe uvedli, sta&i za p¥iristek Lévyho
procesu uvaZovat libovolné nekoneéné délitelné rozdéleni.

vlevo: Normalni inverzni Gaussiiv proces, vpravo: Inverzni Gausstv proces
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Nazev

Lévyho procesy — dalsi ptiklady

"chvosty hustoty” t(y)

Inverzni Gaussovo (IG)

Gama

Zobecn&né inverzni Gaussovo (GIG)
NormalIni inverzni Gaussovo (NIG)
Zobecné&né hyperbolické (GH)
a-stabiln{

c-y 32 exp(—cry)
c-y“ lexp(—cy)
c -y lexp(—ay ! — cay)
c -y 'Ki(cry) exp(cay)

c- yC1—1/2KC171/2(C2y) eXp(C3y)

—1—«

ca—1

RCchy

¢, ci,i =1, 2, 3 kladné konstanty, K.(-) — modifikovana Besselova funkce
2. druhu. Nap¥. Zobecnéné inverzni gaussovo rozdéleni ma hustotu:
(75)11 v—1 <_1

- oo 1 2

Software?! V R-ku jsou k dispozici knihovny ghyp, gig.
demonstrations.wolfram.com\ TheNormallnverseGausianLevyProcess\ J

Modelovani zavislosti Skod

Ondfej Honzl (Kooperativa)

Aktuarsky seminaf 21 /76



Lévyho procesy — shrnuti

Co jsme se dozvédéli?
e Co to je Lévyho proces (definice)
o Jak je charakterizovano rozdéleni v Case t
(Lévyho-Chinginova véta)
o Jakou strukturu maji trajektorie Lévyho procesii
(Lévyho-ltéiv rozklad)
@ Co je to subordinator

o Ptiklady Lévyho procesii
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22 / 76



Obsah
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@ Lévyho kopule — definice, ptiklady
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Pro¢ studovat zavislost sloZek?

Zdani klame!

=
—
=
—

. E) B El o T 7 T 0

=

J. L. van Velsen, Parameter estimation of a Levy copula of a discretely observed bivariate compound Poisson process with an

application to operational risk modelling, arXiv:1212.0092
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Zavislostni struktura Kopule — p¥ipomenuti

Kopule — pfipomenuti

Zopakujeme néco malo z teorie kopuli.

Definice

Funkci C : [0,1]2 — [0, 1] nazveme (2-rozmérnou) kopuli jestlize:
o Jeji marginaly jsou identity, tj.

C(le):X’ C(X’O) =0, C(l,y) =Y, C(Oa)/):oa X,y € [Oal]a

@ C je 2-rostouci funkce, tj. pro kazdy interval
(a, b] = (a1, b1] x (a2, b2] € [0,1]? plati:

C(b1, b2) — C(a1, bo) — C(b1,a2) + C(a1,a2) > 0
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Zavislostni struktura Kopule — p¥ipomenuti

Kopule - Sklarova véta

Véta (Sklar 1959)

Pro dvourozmérnou distribuéni funkci G s margindly Gy, G, existuje kopule
C, ktera pro vSechna x, y z defini¢niho oboru G;, i = 1,2 spliiuje rovnost:

G(x,y) = C(G1(x), Ga(y))- (2)

Jsou-li navic Gy, Gy spojité, je kopule C urcena jednoznadné.

Naopak je-li C dvourozmé&rnd kopule a Gi, G, distribuéni funkce, potom je
funkce G definovand vyrazem (2) dvourozmérna distribu¢ni funkce s
marginalnimi funkcemi Gi, G,.

Dilkaz viz [Nelsen (1998)], Theorem 2.10.9.
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Kopule - omezeni, nezavislost, komonotonie,. . .

Kopule jsou zdola a shora omezené tzv. Fréchetovymi-Hoeffdingovymi
mezemi:

W(x,y) < C(x,y) < M(x,y),

pricemz

M(x,y) = min(x,y),

(x,y) = xy,

W(x,y) = max(x+y—1,0),
Déle plati:

@ Dvourozmérné rozdéleni ma kopuli IT pravé tehdy, kdyZ ma nezavisla
margindlni rozdéleni.

@ Kopule M odpovida komonotonii a W kontramonotonii.
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Zavislostni struktura Kopule — p¥ipomenuti

Ptiklady kopuli
Uved me ptiklady dvourozmérnych kopuli, o kterych dnes budeme mluvit

o Claytonova rodina kopuli:

S

Celx,y) = [max (x 7 +y = 1,0)] ", o€ [-1,00)\ {0}. (3)
Mezni chovani pro riznd 0: Cy—_1 = W, Cy—g = I, Ch—so = M.
o Aliho-Mikhailova-Haqova rodina kopulr:
Xy
C = 0el-1,1 4
AMH(X7.y) 1_9(1_X)(1_y)7 E[ ) )) ( )

Mezni chovani pro riiznd 6: Cy—g = I1.
@ Gumbelova-Hougaardova rodina kopuli.

Cantxoy) = o { ~ [(~log ) + (~1ogy)] "} 0 Lc). (9

Mezni chovani pro riiznd 0: Cy—1 = II, Co—oe = M
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Ptiklady kopuli
1.0
0ns8
0.6
0.4

0.z

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10

hustota Claytonovy kopule 6=5
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Zavislostni struktura Kopule — p¥ipomenuti

P¥iklady kopuli

hustota AMH kopule 6=0.75
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Ptiklady kopuli

10
08

0B

0.2

0.0
0.0 0.z 0.4 0.6 0a 1.0

hustota GH kopuli =5
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Ve
Lévyho kopule

Funkce € : [0, 00]2 — [0, o0] je Lévyho kopule (subordindtoru), jestliZe:
o &(x,y) < oo pro (x,y) # (o0, 0).
e ¢(x,0)=0,¢(0,y)=0
o € je 2-rostouci.

@ Margindly kopule € jsou identity, tj. €(x,00) = x,&(c0,y) =y
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Obdoba Sklarovy véty

Zbytkovy integral nebo téz tail integral subordindtoru s Lévyho mirou v
je funkce U : [0,00]? — R: U(x,y) = v([x,0) x [y, 00)),
pro x, y € [0,00), U(x,o0) =0, U(oco,y) =0.

Marginaly zbytkového integralu subordinatoru definujeme jako
Ui(x) = U(x,0), U2(y) = U(0, ).

Véta (Cont & Tankov 2004) Je-li U zbytkovy integral subordinatoru s

Lévyho mirou v s margindlnimi mérami v, v», potom existuje € Lévyho
kopule, Ze:

U(x,y) = €(Ui(x), Ua(y)), pro x, y € [0, 09], (6)

kde Uy, U> jsou zbytkové integraly Lévyho mér vy, v». Jsou-li Uy, Us
spojité, potom je Lévyho kopule € uréena jednoznacné.
Pokracovani:
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Obdoba Sklarovy véty

Véta - dokonéeni Naopak je-li € Lévyho kopule a jsou-li v1, o Lévyho

miry se zbytkovymi integraly U, Uz, potom je U definované vyrazem (6)
zbytkovym integrdlem dvourozmérné Lévyho miry s marginadlnimi Lévyho
mérami vy, ;.

Diikaz viz [Cont-Tankov (2004)] Theorem 5.3.

Pokud ma Lévyho kopule derivace v obou slozkach, pak pidme:

al(u,v) = gQ(X,y) , ca(u,v)=

E(x,y
Ox X=Uu,y=v 8)/ ( ) X=u,y=v
82
cz(u,v) = mct(xa)/)
X=u,y=v

Lévyho kopule s hustotou c12 hraji dileZitou roli (uvidime nize).
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Lévyho kopule - Nezdvislost, komonotonie

Nezavislost

QtJ_(Xay) = Xl{y:oo} +y l{x:oo}a X,y € [0,00]

" Totalni” zavislost (komonotonie)

€(x,y) = min(x,y), x,y € [0, 0]

Srovnej s ” obycejnymi” kopulemi!
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Lévyho kopule — konstrukce

Uved me dv& mozné metody, jak je moZné konstruovat Lévyho kopule.

Tvrzeni 1 Bud C dvourozmé&rna kopule a bud f rostouci konvexni funkce,
f:]0,1] = [0,0¢], £(0) =0, f(1) = co. Potom:

x,y) = F(C(FH(x), F(¥))) (7)

definuje dvourozmérnou Lévyho kopuli.

Tvurzeni 2 Bud ¢ klesajici konvexni funkce takovd, Ze ¢ : [0, 00] — [0, o0,
#(0) = 00 a ¢(o0) = 0 Potom:

C(xa, x2) = ¢~ H(9(x) + 6(y)) (8)

definuje dvourozmérnou Lévyho kopuli.
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Ptiklady Lévyho kopuli - " Archimedes”

Kdyz ve Tvrzeni 2 ve vzorci (8) uvaZzujeme postupn& funkce:
Clayton ¢c(z) =z7%,0>0
Gumbel ¢g(z) = e 1,0 >0
Inverse Gumbel ¢z(z) = exp(z7%)-1, 0 > 0
Tankov ¢7(z) = e %7 /(1 — ¢79%),0 >0
Bécker-Kliippelberg ¢gr(z) = (e2—1)"",0>0

dostaneme nasledujici Lévyho kopule:

Clayton C¢(x,y) = (x 0 4 y=0)~1/¢

Gumbel €a(x.y) = exp{[(og(x + 1)) + (og(y + 1)) ] /)
Inverse Gumbel ¢&(x,y) = {loglexp(x~?) + exp(y~?) — 1]} /¢
Tankov €7(x,y) = 6~ Y(log(e?>*+¥) —1) — log(e?™ 4 &% —2))
Bocker-Kluppelberg

Car(x,y) = log{[(e* —1)" + (& ~1)~"/% + 1}
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P¥iklady Lévyho kopulf

hustota Lévyho-Claytonovy kopule =5
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P¥iklady Lévyho kopulf

hustota Lévyho-Takovova kopule §=0.5
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P¥iklady Lévyho kopulf

X

hustota Lévyho-Takovova kopule 0=1.5
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P¥iklady Lévyho kopuli

v

hustota Lévyho-Takovova kopule =3
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P¥iklady Lévyho kopuli

hustota Lévyho-BK kopule 6=2
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P¥iklady Lévyho kopuli

20 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

hustota Lévyho-BK kopule 6=5
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Lévyho kopule odvozené z " oby&ejnych” kopuli

PouZijme " obyt¢ejné" kopule (Clayton, AMH, GH) a Tvrzeni 1 na funkce
a) f(x) = —log(1 — x):

Clayton(log)

&(x,y) = — log(1 — [(1 — ™) + (1 - &™) 0]~ 1/%)

Ali-Mikhail-Hagq(log)

€(x,y) = log(eXtY —0) — log(e* + ¢ —0 — 1)

Gumbelova-Hougaard(log)

¢(x,y) = —log{1 — exp(—[(— log(1 — e )’ + (—log(1 — *))"]Y")}
b) f(x) = x/(1 — x):

Clayton(frac)

C(x,y) = {l((x + 1)/x)° + ((y + 1)/y)’ = J/° — 1}~

Ali-Mikhail-Haq(frac)

C(x,y)=xy/(x+y+1-0)

Gumbelova-Hougaard(frac)

(exp{[(— log(x/(x +1)))’ + (= log(y/(y + 1)))’]"/* = 1} = 1)~
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P¥iklady Lévyho kopulf

x

hustota Lévyho-AMH(log) kopule 6=0.75
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P¥iklady Lévyho kopulf

'y

hustota Lévyho-AMH(log) kopule 6=-0.75
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P¥iklady Lévyho kopulf

hustota Lévyho-AMH(frac) kopule 6=0.75
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P¥iklady Lévyho kopulf

hustota Lévyho-AMH|(frac) kopule 6=-0.75

x
Ondiej Honzl (Kooperativa)

Modelovani zavislosti Skod

=

Aktudrsky seminaf
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Mluvme nyni konkrétné!

Prot vlastné vytvaret nové a nové kopule?
U klasickych kopuli ndm hustota dava pfedstavu, jak vypadd sdruzené
rozdéleni. Vzpomernme na obrdzky ze za¢dtku kapitoly. Zdani klame!

Jenze! U Lévyho kopuli to neni tak jednoduché. V obdobé& Sklarovy véty
figuruji zbytkové integraly: U(x,y) = €(Ui(x), Ua(y)).

To sice Fika, jak jsou zavislé skoky procesil, ale interpretace neni pfili§
zfejma.

V ptipadé sloZzeného Poissonova procesu bude mnohé jednodussi.

Jsou-li intenzity slozek A1, \» a distribuéni funkcemi skoki slozek Fi, Fp,
potom margindly zbytkového integralu jsou:

Ui(z) = Xi(1 = Fi(2)), z€ (0,00), i = 1,2.

Cely zbytkovy integral Ize vyjad¥it jako: U(x,y) = Al(1 — F(x,y)).
TakZe prepis obdoby Sklarovy véty je:

AL = F(x.y)) = € (1 = Fi(x)), Aa(1 = Fa(y)))-
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Shrnuti — zavislostni struktura

Co nyni vime o modelovani zavislosti sloZzek dvourozmérného
Lévyho procesu?
@ Zopakovali jsme néco milo z , obyéejnych" kopuli pro ndhodné
veli¢iny.
o Ukdazali jsme, Ze podobnou zavislostni strukturu miizeme vytvofit i u
subordindtord.
o Vidéli jsme dvé metody jak vytvaret Lévyho kopule.
o Priklady. ..
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Simulace dat — subordinatorii
Obsah

@ Simulace dat — subordinatort
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Reprezentace subordinatort

Véta (Rosinski 2001) Dvourozm&rny subordindtor {X;, t > 0} se
spojitou Lévyho kopuli € Ize reprezentovat jako:

(X, t€[0,1]} £ (X, = (XM, XP), t € [0,1]},

kde
ZU (TN 1p.q(Vi). j = 1.2. 9)

pri¢emz {V;}i>1 je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in rovnomé&rné&
rozdélenych na [0, 1] nezévisld s ostatnimi posloupnostmi, {Fgl)},-zl je
posloupnost &asii skokli Poissonova procesu s intenzitou 1, {F(z)};zl ma
podmin&né pfi {F( }i>1 rozdéleni s distribu&ni funkci 8x(X y)| rm (jako
funkce y). ,

Rady ve vzorci (9), j = 1,2 konverguji s.j. stejnomérné& pro t € [0, 1].

Ondfej Honzl (Kooperativa) Modelovani zavislosti skod Aktuarsky seminaf 52 / 76



Simulace dat — subordinatorii

Algoritmus simulace

Zvolme pevn& 7 > 0 (to urluje, e men3i skoky nez U~1(7) budou
useknuty). Zvolme polatedni parametry k := 0, rg” := 0. Dokud plati
FS{I) < 7, opakujme:

o k:=k+1,

o Simulujeme Ty ~ Exp(1),

° I'S{l_zl = r(kl) + Tk.

(2)

o Simulujeme I',” z distribu¢ni funkce €1(y) = 9¢(x.y)

X x=r®’
. . ; 3 =k
e Simulujeme V) z rovnomerného rozdeleni na [0, 1].

Za realizaci dvojrozmérného subordinatoru prohlasime:
. k
XD =3 1yen UTHTD), j=1,2.
i=1
Poznamka Chyba aproximace exponencidln& klesa s rostoucim 7 (ve

smyslu st¥edni hodnoty).
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Simulace dat — subordinatorii

P¥iklady simulace (Clayton, AMH)

Podmin&né rozd&leni (resp. inverse) v ptipad& Lévyho-Claytonovy kopule
potfebné v pfedchozim algoritmu je nasledujici:

041
9¢(x, y) A\’
¢ St ALE A | VI (Sl
1(y|X) Ox + y
R
ety = x(y o -1)
Totéz pro Lévyho-AMH(frac) kopuli:
y(1-0+y)
Ciylx) =
N N
0—1+2y(1-6 1—-0)2+4xy(1 -6
el (ylx) = +2y(1—-0+x) + V102 +4y(1 -0 +x)
2(1-vy)
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Simulace dat — subordinatorii

Simulace Inversniho Gaussova procesu - Lévy-Clayton

IG(A=05,p0=2), 0, =05, 0, =1, 03 =5, 64 =20

at \
10F
st 3
sk
2F [
s
1 \
: — ]
1 . I I . . . I
00 02 04 0.6 08 1.0 00 02 04 0.6 08 1.0
— 6L
3 ’_[
sL
33 af
4t 3r
of
s
JE— 1B
. . . . . . . . . .
0.0 02 04 0.6 08 10 0.0 02 04 0.6 08 1.0
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Simulace dat — subordinatorii

Simulace Gamma procesu - Lévy-AMH(frac)

Ma=2,8=05), 6, =025, 6, = —0.5, 63 = —0.75, 6, = 0.05

17.5

02 o.s 0. ous 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat
Obsah

© Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat
@ Maximaln& vérohodny odhad
@ Data z povinného rueni
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SloZené Poissonovo rozdéleni - odhad parametri

Bud S = (51, S,) dvourozmé&rny sloZeny Poissoniiv proces, ktery
pozorujeme na intervalu [0, T], T > 0. Intenzity skoki sloZek necht jsou
A1, A2 a rozdéleni skoki slozek Fi, Fp s hustotami fi(x, 61), f2(y, 62).

Proces Ize rozlozit na S = (Si" + SIH, Sy + 52”), kde Si- a S5~ jsou
nezavislé slozené Poissonovy procesy a Sll je dvourozmérny slozeny
Poissontiv proces, jehoZ slozky skaéi ve stejnych &asech.

Déle bud n = ni + ny + n!l celkovy potet pozorovanych skokii.
Pozorované skoky pouze v jedné prom&nné oznaéme X, . .. ,3?”%, resp.
Yi,. .. ,)7n2l. Pozorované skoky v obou slozkdch oznagme

(X17y1)7 ey (an\vynl\ )

Z vySe uvedeného lze zkonstruovat vérohodnostni funkci dvourozmérného
sloZzeného Poissonova procesu.
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Maximalné vérohodny odhad

Vérohodnostni funkce

L(97 >\la )‘2a 917 92) =

ni-
At e T (A 01) (1 - a1 (MF1(%,01), Xa: 6))]
i=1
ny
Mgz e T H [R(Yi,02) (1 — c2 (AL, A2F2(¥i, 02):6))]
i=1
ol
A1A2 e_AHTH [A(xi,01)fa(yi, 02) cr2 (M (F1(xi, 01), A2F2(yi, 62): 0)] .
i=1

kde F.=1—F,6 M = €(A1,A2;0) a )\,-l =\ — M, parcidini derivace:
ci(u,v;0) = %(ﬁ(x y;@)\xzwzv, o(u,v;0) = %Q:(X»y?m
ciz(u,v; 0) = 8fay€(x y:; 0)

Ondfej Honzl (Kooperativa)

)
X=U,y=v

X=U,y=V
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logaritmus vérohodnostni funkce

/(9,)\1,)\2,91,92) = mlog A1 + mlog Ao — ()\1 + )\Q)T

1

n ny
+ Z |Og fl(X,', 01) + Z Iog (1 — Cl(/\lfl(},', 91), )\2; 9))
i=1 i=1
ny ny
+ Z |Og fz(X,‘, (92) + Z |og (1 — C2(/\1, )\2?2(?], 92); 0))
i=1 i=1
nll
+€(A1, A2i ) T+ log cia(MFi(xi, 01), \aFa(yi, 62); 6).
i=1
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Maximalné vérohodny odhad

SloZené Poissonovo rozdéleni - odhad parametri

Casto je obtizné odhadnout spolen& viechny parametry, at uZ je na vin&
velké mnozstvi dat, nebo sloZitost hustot sloZek, &i sloZité vyjad¥eni
druhych derivaci Lévyho kopuli.

PouZiva postup tzv. IFM (Inference Functions for Margins).
Nejprve se odhadnou parametry (Xl,X2, 51,52) maximalizujici:

nj
I7(Aj,0)) = njlog A\j = \; T+ " log fi(xi,0;), j =1, 2.
i=1

Potom se maximalizuje funkce /(e,Xl,Xz,él,éz), uZ jen jako funkce
parametru 6 Lévyho kopule.
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Nahlédnuti do literatury

V &anku [Esmaeili-Klippelberg (2010)] byl tento postup aplikovan na tzv.

Danish fire insurance data. Data jsou volné& p¥istupnd v R-ku (knihovna
danish{ SMPracticals}).

Jednd se o data posbitand v letech 1980 aZz 1990 v Copenhangen
Reinsurace, data byla upravena o inflaci na rok 1985. KaZzd4 pojistna
udélost je v datech délena na ztratu na budové, inventari a vydélku.

Autofi porovnavali Lévyho-Claytonovu, Lévyho-BK a Lévyho-Frankovu
rodinu kopuli. Obdobn3 studie byla provedena v &lanku [Avanzi et. al
(2011)] na data z pracovnich kompenzaci ze Svycarského institutu SUVA.
Kazda pojistnd udalost se déli na medical costs a na daily allowance cost.

V €lanku [Esmaeili-Kliippelberg (2010)] datim lépe odpovidala
Lévy-Tankovova kopule, zatimco v &lanku [Avanzi et. al (2011)] auto¥i
vyhodnotili jako vhodnég&jsi kopuli Lévyho-Claytonovu.

P¥istup jde zobecnit na stabilni procesy [Esmaeili-Kliippelberg (2011)].
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni

Data z povinného ruéeni

Do nasi studie jsem vybral uzavfené skody z povinného ruéeni z jedné
konkrétni tarifni skupiny z let 2011-2013. Inflace v téchto letech neni aZ
tak dramatickd (1.4%, 3.3%, 1.9%), nicmén& jsem o ni data o€istil
pfevedenim do roku 2011.
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4 000 000
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2 000 000 3 000 000
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Data z povinného ruéeni

Logaritmus skod

16

2011 #2012 42013
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni

Data z povinného ruéeni

Souhrnné statistiky logaritmi Skod:

‘ Zdravi ‘ Majetek
mean 9.7293 9.7761
st.dev 1.7184 1.1125
skewness | 0.2908 —0.3517
kurtosis | —0.2353 | 1.3951
median 9.5756 9.7657
Pocty skod v jednotlivych tfidach
Majetek Majetek | Majetek
s vyplatou | bez vyplaty | celkem
Zdravi s vyplatou 1406 182 1582
Zdravi bez vyplaty 119 479 5457 | 124 936
Zdravi celkem 120 885 5639 | 126 524

tj. A = 1582, Ap — 120 885 a Al = 1 406.
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni
v
MLE slozek

Maximum logaritmu v&rohodnostni funkce:
‘ Zdravi Majetek

Normalni —2475,3 | —64 036,8
Log-normalni | —2293,6 | —58 893, 2
Gumbel —2119,6 | —60 840,8
Weibull —1916,8 | —62 290, 3
Gamma —1986,9 | —62534,0
Pareto —2688,7 | —63 801,9

Dejte si pozor, jaké dany program uvazuje hustoty!
o Weibull £ - =2 exp ((J——”)) Ly >0,c>0.

g

o Log-normal

2
yl_eégexp<_;('°g(yj)—<) >,y>9,CER,a>O.
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni

MLE slozek

Majetek
Parameters for Lognormal Distribution
Parameter Symbol Estimate
Threshold Theta -27852.8
Scale Zeta 10.23504
Shape Sigma 0.00004
Mean 9776085
Std Dev 1.112537
Zdravi
Parameters for Weibull Distribution
Parameter | Symbol Estimate
Threshold | Theta 4.250271
Scale Sigma 6.090249
Shape c 3.452557
Mean 9.726014
Std Dev 1734258

Percent

1.0

5.0
10.0
25.0
50.0
75.0
90.0
95.0
99.0

Quantiles for Lognormal Distribution

Quantile

Observed
6.61823
7.98173
8.60054
9.10969
9.76572

10.49122
11.14439
11.53187
12.34382

for Weibull Distrib

Estimated
7.18804
7.94618
8.35033
9.02568
9.77606

10.52647
11.20187’
11.60608
12.36433

Percent

1.0

5.0
10.0
25.0
50.0
75.0
90.0
95.0
99.0

Ondfej Honzl (Kooperativa)

Observed
6.21060
7.27170
7.72621
5.45744
9.57564

10.91272
12.16280
12.65981
13.78790

Quantile

Modelovani zavislosti Skod

Estimated
5.85716
6.82669
7.42395
8.49563
9.72713

10.94483
12.00466
12.61881
13.72873
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni

rozdéleni sloZek
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni

Metoda IFM
Lévyho kopule ‘ maximum | @ Al
Clayton 155704,5 110034,6 1450,4
AMH(log) 143 093,3 140122,4 1226,0
AMH(frac) 157 434,4 111 257,1 1605,3
Tankov 153620,0 108561,5 1801,1
BK 150 029,3 106 024,0 1 409,2
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MLE ve vSech sloZkach

~

Lévyho kopule ‘ maximum [/ 6 Xl Xz P\
Clayton 161821,3 2,758  1499,0 122730,1 13392
AMH(log) 155280,3 —0.1839 2004,8 130103,2 1650,8
AMH(frac) 162 944,6  0.2071 1598,3 120559,5 143238
Tankov 158 996,7 0.00574 1708,7 118277,8 1309,7
BK 160 458,6  1.306 1588,6 123443,0 1458,8
LévyhO kopule ‘ é\W /U\W EW é\LN ELN ZLN
Clayton 4,186 6,35 3,80 —30205 0,00049 13,42
AMH(log) 4,387 5,99 2,50 —24849 0,00055 9,39
AMH(frac) 4,200 6,18 4,01 —29022 0,00048 11,15
Tankov 4,081 6,82 3,16 —28627 0,00035 12,53

BK 4,193 6,39 3,62 —31004 0,00055 14,40

V nasi studii zvitézila Lévyho-AMH(frac) kopule.
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni
7 v
Zavéry

Jak poznatky z dnesniho seminafe pouzit v praxi?
o Velké skody - presnéjsi odhad
@ Rezervovani - presnéjsi odhad IBNR

o Vypolet VaR/TVaR - presn&jsi vypolet pro vicerozmérna rozdé&leni
(slozeny Poissonovo rozdéleni)

@ Ruinoviéni - ztratova funkce - vicerozmérny Lévyho proces

e Option pricing/ALM/Credit risk - Stochasticka rovnice fizena
vicerozmé&rnym Lévyho procesem
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni
Literatura

Lévyho procesy
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Kopule
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni
Literatura

Lévyho kopule

[[ Kallsen J., Tankov P. (2006) Characterization of dependence of
multivariate Lévy processes using Lévy copulas
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Aktuarské aplikace - Lévyho kopuli
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni
Literatura
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni
Literatura
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Odhad parametrii Lévyho kopuli z dat Data z povinného ruceni

Dékuji za pozornost. ..
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