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Stochastické rezervovánı́ a zajištěnı́
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Zajištěnı́ v rezervovacı́ch modelech

V praxi se pro výpočet rezerv pro čisté škody užı́vaj́ı dvě
metody

◮ Výpočet přı́mo z čistých dat
◮ Vyžaduje historickou informaci o čistých škodách
◮ Pokud se zajištěnı́ měnı́, nemusı́ být splněny předpoklady

modelů
◮ Uplatněnı́ koeficientu na rezervu pro hrubé škody

◮ Zkreslené pro neproporcionálnı́ zajištěnı́
◮ Přı́liš zjednodušujı́cı́ pro stochastické modely



Log-lineárnı́ modely

Inkrementálnı́ platby Cij : Yij = log(Cij)

Yij = mij + ǫij , ǫij ∼ N(0, σ2)

Model pro mij

mij = c + αi + βj ,

alternativně (Hoerl curve)

mij = c + αi + βi log(j) + γi j .

◮ Odhady bĺızko chain ladder, ale ne stejné.
◮ Přı́růstky musı́ být kladné - problém pro hlášené škody.



Wrightův model

Podepřenı́ log-lineárnı́ho modelu složeným rozdělenı́m pro
inkrementálnı́ platby

ECij = ENijEXij ,

Var(Cij) = ENijVar(Xij) + EX 2
ij Var(Nij).

Poissonovo rozdělenı́ pro počty škod

ENij = eiajκi j
Ai e−bi j = Var(Nij).

Rozdělenı́ gamma typu pro inkrementálnı́ výše škod

EXij = eδ(i+j)kjλ.

VarXij = EX 2
ij v ,



Zobecněné lineárnı́ modely (GLM) - Over-dispersed
Poisson (ODP)

Modeluj́ı se inkrementálnı́ škody přı́mo

ECij = mij ,

Var(Cij) = Φmij .

Struktura mij

log(mij) = c + αi + βj .

◮ Parametry se odhadnou metodou maximálnı́ věrohodnosti.
◮ Best estimate odpovı́dá odhadu pomocı́ chain ladder.
◮ Jednotlivé přı́růstky mohou být i záporné, střednı́ hodnota

však musı́ být kladná.



ODP Model - Bootstrapping

◮ Parametrizace modelu
◮ Utvořenı́ Pearsonových reziduı́

rij =
Cij − m̂ij
√

Φ̂m̂ij

◮ Simulace pseudo-Pearsonových reziduı́
◮ Výpočet pseudo-dat

CB
ij = rB

ij

√

Φ̂m̂ij + m̂ij

◮ Předpovědi C̃ij = m̂B
ij neobsahuj́ı process error

◮ Process error: C∗

ij se simuluj́ı z ODP-rozdělenı́



Mackův model

Rekurzivnı́ model pro kumulativnı́ škody Dij

E [Dij |Dij−1] = λjDij−1,

Var[Dij |Dij−1] = σ2
j Dij−1, j = 2, 3, . . . .

Ekvivalentně pomocı́ vývojových faktorů

E [fij |Dij−1] = λj ,

Var[fij |Dij−1] =
σ2

j

Dij−1
.

Umožňuje negativnı́ přı́růstky. Distribution free.



Model pro kumulativnı́ škody (prof. Mandl)

Model vycházı́ z trojúhelnı́ka kumulativnı́ch zaplacených škod
Xt−r ,0 Xt−r ,1 ... Xt−r ,r

... ...
Xt−1,0 Xt−1,1

Xt,0.
a předpokládá, že po r letech je vývoj každé škody ukončen.
V souladu s předpokladem metody chain ladder

E{Xs,j+1|Xs,0, ..., Xs,j} = Xs,jcj

je definován multiplikativnı́ model

Xs,j+1 = Xs,j
(

1 + (cj − 1)Es,j+1
)

, (1)

kde Es,j jsou i.i.d. n.v. maj́ıcı́ při pevném j stejný druhý a třetı́
moment, které jsou nezávislé na {Xs,0} a splňuj́ı EEs,j = 1.



Rezerva

Nediskontovaná škodnı́ rezerva v čase t je

r−1
∑

j=0

Xt−j ,j(cj ...cr−1 − 1).

Rezerva zvýšená o rizikovou marži (na úrovni spolehlivosti
75%):

Rt =

r−1
∑

j=0

E{Xt−j ,∞−Xt−j ,j |∆}+z0.75

√

√

√

√

√Var





∑

j

(Xt−j ,∞ − Xt−j ,j |∆



,

kde z0.75 je např. kvantil normálnı́ho rozdělenı́, nebo obecně
parametr vyjadřuj́ıcı́ mı́ru opatrnosti.



Alokované volné prostředky

Označenı́:
Bt zasloužené rizikové pojistné v roce t ke

konci obdobı́ (deterministické),
u0 počátečnı́ alokovaný kapitál,
ut kapitál alokovaný v čase t přı́štı́mu obdobı́,
F = 1 + i kde i je zhodnocenı́ finančnı́ch prostředků,
G = 1 + (1 − γ)i kde γ je průměrná doba úhrady škod

během roku,
Xt−j ,j = jXt prvky na diagonále



Riziková rezerva

Riziková rezerva na konci roku t+1:

Ut+1 = utF + Bt+1 + RtF − Rt+1−

−





0Xt+1 +

r−1
∑

j=1

(jXt+1 −j−1Xt) +r−1XtEt+1,r (cr−1 − 1)



G

u0 v jednokrokovém modelu se stanovı́ z P(U1 < 0) = 0.005
pomocı́ NP2 aproximace

0 = EU1 − z0.995

√

EU
2
1 +

EU
3
1

6EU
2
1

(z2
0.995 − 1).



Model při informaci o jednotlivých škodách - Intuitivnı́
úvaha

Idea: Veličinu Xs,j budeme modelovat složeným rozdělenı́m

Xs,j =

Ñs,j
∑

k=1

Ys,j ,k , j = 0, · · · , r ,

a užijeme stejný model na jednotlivé škody:

Ys,j+1,k = Ys,j ,k

(

1 + (dj − 1)Ẽs,j+1,k

)

.

A co škody nově se v trojúhelnı́ku objevuj́ıcı́?
→ Nejprve zavedeme model pro počty škod.



Přı́klad

Počty škod:

0 1 2
2004 5 2 1
2005 4 2
2006 5

Zaplacené škody z roku 2004:

0 1 2
1 10 14 15
2 8 11 12
3 11 14 14
4 6 8 9
5 11 13 14
6 - 10 12
7 - 9 10
8 - - 9



Model pro počty škod

Nt−r ,0 Nt−r ,1 ... Nt−r ,r

... ...
Nt−1,0 Nt−1,1

Nt,0.

Pro modelovánı́ budeme vycházet z inkrementálnı́ho
trojúhelnı́ka

Ñt−r ,0 Ñt−r ,1 ... Ñt−r ,r

... ...
Ñt−1,0 Ñt−1,1

Ñt,0,

kde
Ñs,j = Ns,j − Ns,j−1, j = 1, ...r ,

Ñs,0 = Ns,0.



Model pro počty škod

Ñs,j |Ns,j−1 ∼ Po(bs,jNs,j−1), j = 1, ..., r ,

kde 0 ≤ bs,j < 1, bs,j = 0, j ≥ r .

Ñs,0 ∼ Po(λs).

Z předpokladu Poissonova rozdělenı́ plyne

E [Ñs,j |Ns,j−1] = bs,jNs,j−1, s > 0,

EÑ0,j = λs,

Var[Ñs,j |Ns,j−1] = bs,jNs,j−1, s > 0,

VarÑ0,j = λs.



Model pro počty škod - rekurzivnı́ vztahy

Střednı́ hodnota:

E [Ns,j |Ns,j−1] = E [Ns,j−1 + Ñs,j |Ns,j−1] =

= Ns,j−1 + Ns,j−1bs,j−1 = Ns,j−1(1 + bs,j−1),

Rozptyl:

Var[Ns,j |Ns,j−1] = Var[Ns,j−1 + Ñs,j |Ns,j−1] =

= Var[Ñs,j |Ns,j−1] = Ns,j−1bs,j−1.



Model pro počty škod - nepodmı́něná střednı́ hodnota

Střednı́ hodnota:

E [Ns,j ] = E
[

E [Ns,j |Ns,j−1]
]

= E
[

Ns,j−1(1 + bs,j−1)
]

=

= (1 + bs,j−1)E [Ns,j−1] = · · · = λs

j−1
∏

k=0

(1 + bs,k)

Rozptyl:
Var[Ns,j ] = q̃s,0,jλs,

kde

q̃s,0,j =

j−1
∑

h=0



bs,h

j−1
∏

k=h+1

(1 + bs,k)2
h−1
∏

i=0

(1 + bs,i)



+

j−1
∏

k=0

(1+bs,k)2.



Model pro počty škod - konečný počet v závislosti na
diagonále

Střednı́ hodnota:

E [Nt−j ,r ] = Nt−j ,j

r−1
∏

k=j

(1 + bt−j ,k).

Rozptyl:
Var[Nt−j ,r |Nt−j ,j ] = qt−j ,j ,r−1Nt−j ,j ,

kde

qt−j ,j ,r =

r−1
∑

h=j



bt−j ,h

r−1
∏

k=h+1

(1 + bt−j ,k)2
h−1
∏

i=j

(1 + bt−j ,i)



 .



Model pro výše škod

Označı́me
Y l

s,j ,k , l = 0, ..., j , k = 1, ..., Ñs,l ,

škody vzniklé v roce s = 0 · · · t ve vývojovém roce j = 0 · · · r ,
které se poprvé objevuj́ı v trojúhelnı́ku ve vývojovém roce l .
Pro l = 0, ..., j máme multiplikativnı́ model

Y l
s,j+1,k = Y l

s,j ,k

(

1 + (dj − 1)Ẽ l
s,j+1,k

)

, (2)

kde Ẽ l
s,j ,k maj́ı pro stejné j , k , l stejný druhý a třetı́ moment, jsou

nezávislé na Y j
s,j ,k a maj́ı střednı́ hodnotu rovnu 1.

Pro Y j
s,j ,k předpokládáme, že maj́ı střednı́ hodnotu ms a rozptyl

s2
s .



Model pro celkové škody

Kumulativnı́ škodnı́ úhrn

Xs,j =

j
∑

l=0

Ñs,j
∑

k=1

Y l
s,j ,k , j = 0, · · · , r . (3)

Rozklad na škody již známé a škody, které s v trojúhelnı́ku
objevuj́ı ve vývojovém roce j + 1 poprvé

Xs,j+1 =

j+1
∑

l=0

Ñs,j+1
∑

k=1

Y l
s,j+1,k =

j
∑

l=0

Ñs,j
∑

k=1

Y l
s,j+1,k +

Ñs,j+1
∑

k=1

Y j+1
s,j+1,k =

=

j
∑

l=0

Ñs,j
∑

k=1

Y l
s,j ,k(1 + (dj − 1)Ẽ l

s,j+1,k) +

Ñs,j+1
∑

k=1

Y j+1
s,j+1,k .



Model pro celkové škody

Necht’ Is,j je informace o veškerých škodách z roku s dostupnou
ve vývojovém roce j , Ns,j , Y l

s,j ,k , l = 0, ..., j , k = 1, ..., Ñs,l .

E [Xs,j+1|Is,j ] = djXs,j + bs,jNs,jms

E [X 2
s,j+1|Is,j ] = d2

j X 2
s,j + (d (2)

j − d2
j )X (2)

s,j +

+2Xs,jdjbs,jNs,jms + bs,jNs,jm
(2)
s + b2

s,jN
2
s,jm

2
s ,

kde

d (2)
j = E

[

1 + (dj − 1)Ẽ j+1
s

]2
,

a

X (2)
s,j =

j
∑

l=0

Ñs,l
∑

k=1

(Y l
s,j+1,k)2.



Porovnánı́ s modelem pro kumulativnı́ škody (Mandl)

Model bez informace o jednotlivých škodách

Xs,j+1 = Xs,j
(

1 + (cj − 1)Es,j+1
)

.

Model při informaci o jednotlivých škodách

Xs,j+1 =

j
∑

l=1

Ñs,j
∑

k=1

Y l
s,j ,k(1 + (dj − 1)Ẽ l

s,j+1,k) +

Ñs,j+1
∑

k=1

Y j+1
s,j+1,k .

Dodatečný předpoklad Ẽ l
s,j+1,k nezávisı́ na k a l dává

Xs,j+1 = (1 + (dj − 1)Ẽs,j+1)Xs,j +

Ñs,j+1
∑

k=1

Y j+1
s,j+1,k .



Porovnánı́ s modelem pro kumulativnı́ škody (Mandl)

Porovnánı́m máme

Ñs,j+1
∑

k=1

Y j+1
s,j+1,k = Xs,j

[

(cj − 1)E j+1
s − (dj − 1)Ẽ j+1

s

]

.

Aplikacı́ střednı́ hodnoty plyne za podmı́nky Is,j máme

bs,jNs,jms = Xs,j(cj − dj),

neboli

cj =
bs,jNs,jms

Xs,j
+ dj .



Rezerva bez rizikové přirážky
Rekurzı́ se ukáže

E [Xt−j ,r |It−j ,j ] = Dj ,r−1Xt−j ,j + Āt−jNt−j ,j ,

kde
Dj ,r−1 = dr−1...dj ,

Āt−j ,r−1 =

r−1
∑

k=j

Dk+1,r−1At−j ,k , Dr ,r−1 := 1,

kde

At−j ,i = mt−jbt−j ,i

i−1
∏

k=j

(1 + bt−j ,k).

Rest =
r−1
∑

j=0

Xt−j ,j(dj ...dr−1 − 1) +
r−1
∑

j=0

Āt−j ,r−1Nt−j ,j . (4)



Rezerva s rizikovou přirážkou

Rest =

r−1
∑

j=0

E [Xt−j ,∞−Xt−j ,j |∆]+zα

√

√

√

√

√Var





r−1
∑

j=0

(Xt−j ,∞ − Xt−j ,j)|∆



.

Nezávislost řádků trojúhelnı́ka dává

Var





r−1
∑

j=0

(Xt−j ,∞ − Xt−j ,j)|∆



 =

r−1
∑

j=0

Var
(

Xt−j ,∞ − Xt−j ,j |It−j ,j
)

,

Var
(

Xt−j ,∞ − Xt−j ,j |It−j ,j
)

= Var
(

Xt−j ,∞|It−j ,j
)

= Var
(

Xt−j ,r |It−j ,j
)

=

= E [X 2
t−j ,r |It−j ,j ] −

(

E [Xt−j ,r |It−j ,j ]
)2

.



Rezerva s rizikovou přirážkou

Rest =

r−1
∑

j=0

[

xt−j ,j(dj · · · dr−1 − 1) + Nt−j ,j Āt−j
]

+

+zα

√

√

√

√

r−1
∑

j=0

Var[Xt−j ,r |It−j ,r ],

Var[Xt−j ,r |It−j ,j ] = X 2
t−j ,jD

2
j ,r−1 + Xt−j ,jNt−j ,jH̃

(1)
t−j ,j ,i + N2

t−j ,jH̃
(2)
t−j ,j ,i+

+Nt−j ,jH̃
(3)
t−j ,j ,i + X (2)

t−j ,jH̃
(4)
t−j ,j ,i , X (2)

s,j =

j
∑

l=0

Ñs,l
∑

k=1

(Y l
s,j ,k)

2,

kde H̃(1)
t−j ,j ,i , H̃(2)

t−j ,j ,i , H̃(3)
t−j ,j ,i a H̃(4)

t−j ,j ,i se zkládaj́ı pouze z
deterministických parametrů.



Volné prostředky

Riziková rezerva na konci roku t + 1

Ut+1 = utF + Bt+1 + FRest − Rest+1 − GPmtt+1,

kde platby za škody v roce t + 1 jsou

Pmtt+1 = Xt+1,0 +

r−1
∑

j=1

(

Xt+1−j ,j − Xt+1−j ,j−1
)

+

+

r−1
∑

l=0

Ñt+1−r ,r−1
∑

k=1

Y l
t+1−r ,r−1,kẼ l

t+1−r ,r ,k(dr−1 − 1).



Volné prostředky

Po úpravě máme

Ut+1 = utF + Bt+1 +
r−1
∑

j=0

Xt−j ,j
[

(Dj − 1)F + G
]

−

−
r−1
∑

j=0

Xt+1−j ,j
[

Dj − 1 + G
]

+

+
r−1
∑

j=0

Nt−j ,j Āt−jF −
r−1
∑

j=0

Nt+1−j ,jĀt+1−j−

−G
r−1
∑

l=0

Ñt+1−r ,r−1
∑

k=1

Y l
t+1−r ,r−1,k

(

1 + Ẽ l
t+1−r ,r ,k(dr−1 − 1)

)

.



Volné prostředky

Střednı́ hodnota

EUt+1 = utF + Bt+1 +

r−1
∑

j=0

EXt−j ,j
[

(Dj − 1)F + G
]

−

−
r−1
∑

j=0

EXt+1−j ,j
[

Dj − 1 + G
]

+

+

r−1
∑

j=0

ENt−j ,jĀt−jF −

r−1
∑

j=0

ENt+1−j ,jĀt+1−j−

−Gdr−1

r−1
∑

l=0

EÑt+1−r ,r−1EY l
t+1−r ,r−1,k .



Volné prostředky

Centrovaná veličina

U t+1 =

r−1
∑

j=0

X t−j ,j
[

(Dj − 1)F + G
]

−

r−1
∑

j=0

X t+1−j ,j
[

Dj − 1 + G
]

+

+

r−1
∑

j=0

N t−j ,j Āt−jF −

r−1
∑

j=0

N t+1−j ,j Āt+1−j − GX t+1−r ,r−1−

−G(

r−1
∑

l=0

Ñt+1−r ,r−1
∑

k=1

Y l
t+1−r ,r−1,k

(

1 + (dr−1)Ẽ
l
t+1−r ,r ,k

)

−

−dr−1

r−1
∑

l=0

EÑt+1−r ,r−1EY l
t+1−r ,r−1,k).



Volné prostředky

Střednı́ hodnoty se dosadı́ dle

EXs,j+1 = djEXs,j + bs,jmsENs,j ,

EX
2
s,j+1 = d2

j EX
2
s,j+EX (2)

s,j (d (2)
j −d2

j )+bs,jENs,jm
(2)
s +b2

s,jm
2
sEN

2
s,j .

ENs,j+1 = (1 + bs,j)ENs,j ,

EN
2
s,j+1 = bs,jENs,j + (1 + bs,j)

2EN
2
s,j .



Jednokrokový model

U1 = −

r−1
∑

j=0

X 1−j ,j(Dj − 1 + G) −

r−1
∑

j=0

N1−j ,jĀ1−j−

−G
r−1
∑

l=0

ñ1−r ,r−1,k
∑

k=1

y l
1−r ,r−1,k

[(

1 + (dr−1 − 1)Ẽ l
1−r ,r−1,k

)

− dr−1

]

,

NP2 aproximace

0 = EU1 − z0.995

√

EU
2
1 +

EU
3
1

6EU
2
1

(z2
0.995 − 1),



Jednokrokový model

EU
2
1 =

r−1
∑

j=0

[Dj − 1 + G]2EX
2
1−j ,j +

r−1
∑

j=0

Ā2
1−jEN

2
1−j ,j+

+G2
r−1
∑

j=0

n1−r ,r−1
∑

k=1

(y l
1−r ,r−1)

2
(

d (2)
r−1 − d2

r−1

)

.

U
3
1 = −

r−1
∑

j=0

[Dj − 1 + G]3EX
3
1−j ,j −

r−1
∑

j=0

Ā3
1−jEN

3
1−j ,j−

−G3
r−1
∑

j=0

n1−r ,r−1
∑

k=1

(y l
1−r ,r−1)

3
(

d (3)
r−1 + 2(dr−1)

3 − 3d (2)
r−1dr−1

)

.



XL-zajištěnı́

Čisté škody při neomezeném XL-zajištěnı́ s prioritou a

Ỹ l
s,j ,k = min(Y l

s,j ,k , as).

Rezerva bez přirážky pro obezřetnost

Rest =

r
∑

j=0

E [X̃t−j ,r |It−j ,j ].

E [X̃t−j ,r |It−j ,j ] = E





j
∑

l=0

Ñt−j,l
∑

k=1

min(Y l
t−j ,r ,k , at−j)

∣

∣

∣
It−j ,j



+

+E





r
∑

l=j+1

Ñt−j,l
∑

k=1

min(Y l
t−j ,r ,k , at−j)

∣

∣

∣
It−j ,j



 .



Rezerva pro škody již známé

E





j
∑

l=0

Ñt−j,l
∑

k=1

min(Y l
t−j ,r ,k , at−j)

∣

∣

∣
It−j ,j



 =

=

j
∑

l=0

Ñt−j,l
∑

k=1

E



min



Y l
t−j ,j ,k

r−1
∏

i=j

(

1 + (di − 1)Ẽ l
t−j ,i+1,k

)

, at−j





∣

∣

∣
It−j ,j



 ,

n-tá střednı́ hodnota výrazu v sumě:

E
[

Kj ,r−1(Y
l
1−j ,j ,k , a1−j)

]n
=

= (Y l
1−j ,j−1,k)

nEẼ



min





r−1
∏

i=j−1

(

1 + (di − 1)Ẽ l
1−j ,i+1,k

)

,
a1−j

Y l
1−j ,j−1,k









n



Rezerva pro škody již známé

Člen

E



min





i2
∏

i=i1

(

1 + (di − 1)Ẽi+1

)

, a









n

,

odhadneme přibĺıženı́m veličiny
∏i2

i=i1

(

1 + (di − 1)Ẽi+1

)

veličinou X s logaritmicko-normálnı́m rozdělenı́m.

E [min (X , a)]n = exp
(

nµ +
n2σ2

2

)

Φ

(

log(a) − µ − nσ2

σ

)

+

+an
(

1 − Φ

(

log(a) − µ

σ

))

,



Rezerva pro škody ještě neznámé

E





r
∑

l=j+1

Ñt−j,l
∑

k=1

min(Y l
t−j ,r ,k , at−j)

∣

∣

∣It−j ,j



 =

= Nt−j ,j

r
∑

l=j+1

bt−j ,l−1

l−2
∏

i=j

(1 + bt−j ,i)E
[

min
(

Y l
t−j ,r ,k , at−j

)]

.

Střednı́ hodnotu zjednodušı́me (l = j + 1, j + 2, . . . )

E
[

min
(

Y l
t−j ,r ,k , at−j

)]

=

= E

[

min

(

Y l
t−j ,l ,k

r−1
∏

i=l

(

1 + (di − 1)Ẽ l
t−j ,i+1,k

)

, at−j

)]

,



Rezerva pro škody ještě neznámé

Součin ve střednı́ hodnotě přibĺıžı́me jeho střednı́ hodnotou

E
[

min
(

Y l
t−j ,l ,kDl ,r−1, at−j

)]

,

což je rovno

Dl ,r−1E
[

min
(

Y l
t−j ,l ,k ,

at−j

Dl ,r−1

)]

.

Zanedbáváme tedy stochasticitu vývojových faktorů u škod,
které se v trojúhelnı́ku teprve objevı́.



Zajistný efekt

Zajistný efekt při XL, resp. SL zajištěnı́ je funkce

rX (a) =
EX̃
EX

=
E [min(X , a)]

EX
, (5)

kde X je náhodná veličina označuj́ıcı́ jednotlivé škody, resp.
ročnı́ úhrn škod, a a je priorita zajištěnı́.

Škody ještě neznámé:

rY l
t−j,r

(at−j) =
E
[

min
(

Y l
t−j ,r ,k , at−j

)]

E [Y l
t−j ,r ,k ]

∼

∼
E
[

min
(

Y l
t−j ,l ,k ,

at−j
Dl,r−1

)]

E [Y l
t−j ,l ,k]

= rY l
t−j,l

(

at−j

Dl ,r−1

)

.



Jednokrokový model

U1 = −

r−1
∑

j=0

j
∑

l=0

[ Ñ1−j,l
∑

k=1

(

Kj ,r−1(Y
l
1−j ,j ,k , a1−j) + G min

(

Y l
1−j ,j ,k , at+1−j

))

−EÑ1−j ,lE
[

Kj ,r−1(Y
l
1−j ,j ,k , a1−j) + G min

(

Y l
1−j ,j ,k , a1−j

)]

]

−

−
r−1
∑

j=0

r
∑

l=j+1

N1−j ,j b̃
D,a
1−j ,j ,l−1−

−G
r−1
∑

l=0

[ Ñ1−r ,l
∑

k=1

min
(

Y l
1−r ,r−1,k(1 + (dr−1 − 1)Ẽ l

1−r ,r ,k), a1−r

)

−

−EÑ1−r ,lE
[

min
(

y l
1−r ,r−1,k(1 + (dr−1 − 1)Ẽ l

1−r ,r ,k), a1−r

)]

]

,



Odhad parametrů bj

b̂j =

∑t−j
s=t−r Ñs,j+1
∑t−j

s=t−r Ns,j

=

t−j
∑

s=t−r

(

Ns,j
∑t−j

s̃=t−r Ns̃,j

)

Ñs,j+1

Ns,j

je nestranným odhadem parametru bj . Navı́c má odhad b̂j

nejmenšı́ rozptyl za podmı́nky {Ns,j , s = t − r , ..., t − j} mezi
nestrannými lineárnı́mi odhady tvaru

b̃j =

t−j
∑

s=t−r

as
Ñs,j+1

Ns,j
,

t−j
∑

s=t−r

as = 1,

kde as nezávisı́ na Ñs,j+1.



Odhad parametrů dj

Převedenı́m modelu

Y l
s,j+1,k = Y l

s,j ,k(1 + (dj − 1)Ẽs,j+1), l = 0, ..., j ,

na tvar

ln

(

Y l
s,j+1,k − Y l

s,j ,k

Y l
s,j ,k

)

= ln(dj − 1) + ln Ẽs,j+1,

dostáváme pro j = 0, ..., r − 1, l = 0., , , .j tvar lineárnı́ regrese

y l
s,j+1,k = ajx + es,j+1, Eẽs,j+1 = 0.



Odhad parametrů dj

Z teorie lineárnı́ regrese a zpětnou transformacı́ dostáváme
odhad

d̂j = 1 + eâj = 1 +

t−j
∏

s=t−r

j
∏

l=1

Ñsl
∏

k=1

(

Y l
s,j+1,k − Y l

s,j ,k

Y l
s,j ,k

)
1

(r−j)
Qj

l=1
Ñsl

.

Přirozeným odhadem pro dj − 1 je tedy geometrický průměr
jednotlivých vývojových faktorů.



Otevřené otázky

◮ Odvozenı́ třetı́ch momentů pro NP2-aproximaci
◮ Vı́ce obchodnı́ch odvětvı́, korelace mezi nimi
◮ Koncové faktory
◮ Dalšı́ zajištěnı́: Stop Loss, podı́ly na zisku či ztrátě,

retrospektivnı́ smlouvy, . . .
◮ Vliv měnı́cı́ch se parametrů zajištěnı́ v čase ve srovnánı́ s

modely založenými na čistých škodách
◮ Vliv zjednodušenı́ pomocı́ NP2-aproximace, a aproximacı́

pro XL-zajištěnı́
◮ Optimalizace zajistného programu



Závěr

Výhody modelu při informaci o jednotlivých škodách
◮ Model umožňuje zohledněnı́ zajištěnı́
◮ Model nenı́ v rozporu s chain ladder
◮ Snadná interpretace parametrů
◮ Možnost zvolenı́ odlišných parametrů při dodatečné

informaci
◮ Parametry různých pojišt’oven lze porovnat
◮ Uzavřené vzorce, možná aplikace v Excelu

Nevýhody modelu
◮ Velké množstvı́ parametrů
◮ Vyžaduje informaci o celém vývoji jednotlivých škod
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